
 
 دانشگاه صنعتي شريف
 دانشكده مهندسي برق

 
 پايان نامه كارشناسي ارشد

 گرايش كنترل
 

:عنوان  
كننده براي سيستمهاي غيرخطي   كنترلطراحي بهينة

 مستوي
 

:نگارش  
 پيمان مهاجرين اصفهاني

 
: راهنمااستاد  

 دكتر مسعود كريمي
 
 1386آذر 



 
 

 تقديم به پدر و مادر عزيزم 
 

 …كه هر چه دارم از آنهاست



 أ 

 

 تقدير و تشكر

 ،در اينجا بر خود لازم ميدانم از اساتيد محترمي كه در طي اين مسير مرا كمك و راهنمايي نمودند
 ،اندمباني كنترل بهينه را به من آموزش دادهدكتر ساداتي كه آقاي از جناب . قدرداني و تشكر نمايم

كلات اينجانب دلسوزانه هاي مختلف علمي در حل مش دكتر نامور كه در زمينه آقاياز جناب
دكتر فرجامي كه صبورانه در مسائل دشوار رياضي موانع  آقايجناب ، از نداهكمكهاي مؤثري نمود

 كه لطف نموده در مروستي دكتر آقاي محترم تاد از اس وساختندمرتفع براي اينجانب زيادي را 
 را در تكميل اين پروژه جلسه دفاعيه اينجانب حضور داشتند و با پيشنهادات سازنده، اينجانب

 .مايشان آرزومنداي  را بريزندگي شاد و سلامت كمال تشكر را داشته و ياري نمودند، 
 

-و هيچكه براي من همواره همچون برادري بزرگتر و مهربان بودند  دكتر كريمي آقاي و از جناب

وقفه ايشان از دريغ و بدون به پاس زحمات بي ،گاه صفا و محبت خود را از من دريغ نكردند
كرده و براي ايشان قدرداني نامه دن اين پايانيپايان رسانبه ويژه در به ، آغاز آشنايي تا به امروز

 .پايان را از خداوند منان خواستارماي درخشان و مملو از موفقيتهاي بيآينده
 
 

 در تهيه همچنين از دوستان عزيزم آرش اميني، حسام زندي، صالح تواضعي و مهدي رحماني كه
و از فرزانه كه در طي تمامي اين مراحل صميمانه در كنار من اند و ارائه اين پروژه مرا ياري نموده
 . بوده است قدرداني و تشكر ميكنم
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چكيده

كننده به طراحي هاي متفاوتي از كنترلخواسته هاي متفاوت . طراحي يكي از مهمترين قسمتهاي كنترل است

گيري از در اين پروژه قصد داريم كه با كمك. يكي از معيارهاي طراحي بهينه سازي است. منجر ميشود

در كنترلِ سيستمهاي . معيارهاي بهينه سازي طراحي مناسبي به ويژه درسيستمهاي غيرخطي مستوي ارائه دهيم

يم و ما قصد داريم كه در ميان فضاي جوابهاي موجود با تعريف معيار غيرخطي  معمولاً يك جواب يكتا ندار

در اين پروژه ابتدا مسئله بهينه سازي را در قالب يك تابع . بهينه سازيِ مناسب، طراحي با كارايي بهتر ارائه دهيم

تار مناسب هزينه مناسب، كه جنبه هاي مختلف طراحي در كنترل از جمله بهينه كردن انرژي ورودي سيستم، رف

در مرحله بعدي كنترل كننده مناسب مربوط به اين . حالتها و خروجي سيستم را در بر دارد، تعريف ميكنيم

مسئله بهينه سازي را در سيستمهاي خطي و سيستمهاي غيرخطي مستوي به صورت حلقه باز طراحي ميكنيم و 

.بررسي قرار مي دهيمروشِ تحليلي و عدديِ مناسب براي رسيدن به جواب نهايي را مورد 

همان گونه كه ميدانيم طراحي حلقه بسته يكي از مهمترين و كاربردي ترين قسمتهاي كنترل است كه از نظر 

در ادامه ابتدا مقدمه اي درباره بعضي از روشهاي . پياده سازي نسبت به روش حلقه باز ارجحيت بالايي دارد

بردها و تواناييهاي  آنرا در زمينه هاي مختلف مورد بررسي كنترل سيستمهاي غيرخطي بيان ميكنيم و سپس كار

در . سازي  فيدبك اشاره كرداز جمله اين روشهاي كنترل در سيستمهاي غيرخطي ميتوان به خطي. قرار ميدهيم

يكي از اهدافمان در . مراجع موجود نسبت به اين روش توجه كمي از ديدگاه بهينه سازي صورت گرفته است

ين است كه روش خطي سازي فيدبك را با توجه به اين ديدگاه تعميم دهيم و در ميان مجموعه اين پروژه ا

جوابهاي گوناگوني كه در طراحي خطي سازي فيدبك ارائه ميشود  جواب بهينه را با توجه به معيار مناسبي 

كنيم و با تعريف تابع  در انتها نيز الگوريتم پيشنهادي را براي روش كنترلي مد لغزشي مطرح مي.بدست آوريم

در انتها نيز روش پيشنهادي را براي يك . اي مناسب به رفتار مناسبي از سيستم كه انتظار داريم، ميرسيمهزينه

.سازي نموده تا كاربردي بودن اين روش بهتر توصيف گرددسيستم فيزيكي، روباتي با دو بازوي متحرك، پياده

هاي كليديواژه

، كنترل مدلغزشيخطي سازي فيدبك، غيرخطيكنترل  ، سازيبهينه
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 سازي كاملمسئله خطي.  سيستمهاي غيرخطي استلسازي فيدبك يكي از روشهاي موثر در كنترروش خطي
. حل گشت] 4و3و2و1[براي اولين بار و بطور كامل در  Feedback Linearization) (Exactفيدبك حالت 

در  (Input Affine)اي دسته بزرگي از سيستمهاي مستوي سازي كامل فيدبك بربراي خطيشرط لازم و كافي 
كه از ديد هندسه ديفرانسيل براي گسترش دامنه گروهي از سيستمهاي غيرخطي . بيان گشت] 6و5[

(Differential Geometric) پويا فيدبك سازي خطيكنترل بودند، مسئله  قابل(Dynamic Feedback 

Linearization)  هاي پويا و جستجو در فضاي حالت افزون كنندهبا معرفي جبران آنمطرح شده و ] 7[در
داده شد و ] 8[سازي فيدبك پويا در شرط كافي براي خطي .گيردمورد بحث قرار مي (Augmented)شده 

 Partial Feedback)اي سازي فيدبك پاره مسئله خطي.براي اولين بار مطرح گرديد] 9[شرط لازم آن در 

Linearization)  سازي فيدبك شناسايي بزرگترين زيرسيستم قابل خطيفرمول بندي شده و ] 11و10[نيز در
 Relative)وقتي درجه نسبي . خطي به فضاي خطي مطالعه گشت و شرايط انتقال آن از فضاي غيرشد

Degree)سيستم غيرخطي را به دو قسمت كه يكي سازي فيدبك ، خطي در سيستمي كمتر از بعد آن باشد
- مي(Zero Dynamic)و ديگري كه به آن ديناميك صفر    است(Controllable)پذير  خطي و كنترلقسمت

 اين مبحث در . گفته ميشود(Normal Form)فرم نرمالبه اين تقسيم بندي در اصطلاح . كند تقسيم مي،گويند
در اين است كه رمال و فرم ناي سازي فيدبك پارهخطيقابل سيستمهاي تفاوت اصلي ما بين  .مطرح شد] 5[

قسمت غيرخطي در فرم نرمال كه همان ديناميك صفر است، تنها شامل متغيرهاي سيستم است در حالي كه 
 در سالهاي .شوداي قسمت غيرخطي شامل ورودي كنترلي نيز ميسازي فيدبك پارهدر سيستمهاي قابل خطي

 مطرح گشت  (Nonregular Feedback Linearization)سازي فيدبك نامنظماخير مسئله جديدي به نام خطي
پذير با كه هدف آن انتقال سيستم غيرخطي به سيستم خطي كنترل] 12[نيز روي آن صورت گرفت و مطالعاتي

  . است(Reduced Control Input Dimension)اي كمتراز ورود كنترلي ابتدايي ورودي كنترلي با مرتبه
كننده طراحي يك كنترل.  خطي انتقال ميدهديه را به سيستمسيستم غيرخطي اوليسازي فيدبك روش خطي

 اما نكته مهم اين است كه .تضمين ميكند  اين سيستم خطي پايداري را در سيستم غيرخطي اوليه پايدار در
تواند  عملكرد و رفتار مناسب را در سيستم غيرخطي عملكرد و رفتار مناسب داشتن در سيستم خطي نمي

 Linear Quadratic) ، بطور مثال خطيهايسيستمبراي يك طراحي بهينه به بيان ديگر  .اوليه  نتيجه دهد

Regulator) در اين پروژه يكي از اهداف، .بهينه بودن رفتار را در مورد سيستم غيرخطي نتيجه دهد، نميتواند
فتار و  براي رسيدن به ر،سازي فيدبكقابل خطيبهينه براي يك سيستم غيرخطي حالت طراحي فيدبك 

عياري مناسب براي رفتار  آنچه كه در اين پروژه به عنوان م.در فضاي غير خطي ابتدايي است بهينه يعملكرد
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 در همين راستا ميتوان با تعريف .است كه ميبايست كمينه گردداي  بهينه تعريف ميشود تابع هزينهو عملكرد
 .دسازي نموعملكردهاي متفاوتي را پياده توابع هزينه مختلف 

حالت نخواهد بود بلكه ميتوان آن را - وروديسازيخطيروش پيشنهادي در قسمت قبلي تنها محدود به 
سازي خطييكي از محدوديتهاي . خروجي نيز با اندكي تغيير تعميم داد-سازي وروديبراي روش خطي

ستمهاي غير خروجي سي-سازي وروديبر روي خطي. خروجي همان ديناميك صفر سيستم است-ورودي
بطور  .ديناميك صفر ناپايدار دارد مطالعات زيادي انجام شده است  كه (Nonminimum-Phase)كمينه فاز 

] 14[در   .  مورد بررسي قرار گرفت(Equivalent Output)استفاده از خروجي معادل  مسئله ]13[مثال در 
وضوع طراحي كنترل بوسيله معكوس  م]16[و  ]15[ و در (Coordinate Control)موضوع كنترل متناسب 

  .خروجي مطالعه گشت- سازي ورودي مسئله تقريب خطي]18[و ] 17[در كردن قسمت كمينه فاز سيستم و 
مقايسه  ، PSO ،سازيدر ادامه روش ارائه شده را با يكي از معروفترين و قويترين الگوريتمهاي عددي بهينه

اين روش از روي حركت گروهي .  بيان شد1995در سال  ]19[ ر در براي نخستين باPSOروش . ميكنيم
اي كه داراي در واقع در كوچ پرندگان براي يافتن غذا، پرنده. ها و پرندگان الهام گرفته شده استدسته ماهي

كنند و به اين كند و بقيه نيز پشت سر او پرواز ميباشد در جلوي گروه شروع به پرواز ميتجربه بيشتري مي
باشد اين است كه اگر مطلبي كه در مورد كوچ پرندگان جالب مي. كننده از تجربه او استفاده ميترتيب بقي

باشد دو پرنده جاي خود را عوض اي احساس كند كه داراي تجربه بيشتري از پرنده جلويي خود ميپرنده
پرندگان از تجربه همديگر گيرد و به اين ترتيب همه كنند و پرنده با تجربه بيشتر در جلوي گروه قرار ميمي

 PSOايي كه در روش بهينه سازي ايده. كنندكنند و به سمت محل مناسب براي كوچ حركت مياستفاده مي
هاي گروهي، توان گفت كه واكنش در واقع مي.استفاده شده است از اين رفتار پرندگان الگو گرفته شده است

اين . باشدها نيز وضعيت به همين منوال ميت گروهي ماهيدر مورد حرك. قابليت حل مسائل بهينه را دارند
روش در حالتي كه روشهاي تحليلي جوابگو نيستند، بطور مثال براي سيستمهاي خطي اما با توان كسري در 

 ].34[حوزه لاپلاس، كاربرد مؤثري دارد

عدم دقت . است يستمها كردن س مدلتوانايي درعدم شده در كنترل مسئله  مطرح يكي ديگر از مسائل دشوار
 كردن سيستمهاي فيزيكي به ويژه سيستمهاي غيرخطي يكي از مشكلات تأثيرگذار در كنترل آنها بوده در مدل
. بايست اين عدم دقت را در نظر داشته باشدبه همين منظور هر طراحي در زمينه كنترل در عمل مي. است

به طور كلي در كنترل مقاوم . پردازد به اين موضوع مييكي از مفاهيم كنترل است كه (Robust)كنترل مقاوم 
. سيستم از يك قسمت نامي تشكيل شده است و قسمت ديگر آن ترمي است كه نامعيني را توصيف ميكند

يكي از روشهاي كنترل غيرخطي كه براحتي توانايي در بر گرفتن مفهوم كنترل مقاوم را دارد روش كنترل 



 4

در اين قسمت ابتدا براي توصيف كنترل مد لغزشي مفاهيم ابتدايي آن . ت اس(Sliding-Mode)مدلغزشي 
سپس آن را براي يك سيستم غيرخطي كه سيستم فيزيكي يك .  مطرح ميشود1براي يك سيستم درجه 

اي بهينه نسبت به تابع هزينه كنندهبات را توصيف ميكند تعميم ميدهيم و در ادامه در جهت طراحي كنترلور
سازي آن نشان در انتها نيز توانايي اين روش را با شبيه. روش پيشنهادي خود را ارائه ميكنيمتعريف شده 

  .ميدهيم
  

 
 



 
  
  
  

  دومفصل 
  مقدمه اي بر كنترل بهينه 

  
  

اي در زمينه حساب تغييرات پرداخته ميشود و روابط آن در اين فصل ابتدا به مقدمه
شده و از حالت تك بعدي به در دو حالت مختلف نقاط پاياني ثابت و متغير بيان 

و بيان در ادامه پس از تعريف تابع هميلتونين . شودحالت چند بعدي تعميم داده مي
و در . لاگرانژ مسئله كنترل بهينه بيان ميگردد- معادلات و ارتباط آن با معادله اويلر

  .انتها حل اين در قالب تابع هميلتونين نشان داده ميشود
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   (Calculus of Variations)حساب تغييرات  -2-1
  :  بصورت زير مفروض است(Functional)يك تابعك 

)1-2(  dttxtxtgtxJ
ft

t
∫=
0

))(),(,())(( & 

tx)(هدف يافتن تابع
],[ در بازه زماني ∗ 10 tt به گونه اي كه تابع ))(( txJبراي اين منظور ابتدا  . كمينه شود
  .مورد نياز است از حساب تغييرات يك سري مباني اوليه

  تعريف
xx و x باشد و همچنينx تابع (Variations)خص كننده تغييرات خطي  مشxδفرض كنيد  δ+ توابعي 

 زير تعريف  به صورتJتابع هزينه به ازاي آنها مشخص باشند در اين صورت افزايش Jباشند كه تابعك 
  :ميشود

)2-2(  )()()( xxJxJxxJJ δδ +Δ=−+=Δ 

  
  تعريف

 xδنسبت به  JΔقسمت خطي فرض ميشود Jδ كه به صورت J تابعك (Variations)تغييرات خطي 
xxxgxxJxxJ به صورت JΔحال چناچه فرض كنيم . خواهد بود δδδδδ ),(),(),( +=Δ باشد در اين 

صورت اگر حد تابع
0

),(
→x

xxg
δ
δ  به سمت صفر ميل كند در آن صورتJΔ همان تغييرات خطي Jδ رويx 

  .خواهد بود
  تعريف

 چنانچه •

)3-2(  
0,

0)()(

><−

≥−=Δ
∗

∗

εε forxx

xJxJJ
 

)(در اين صورت به
∗

xJ مينيمم نسبي يا محلي (Relative or Local Minimum)گفته ميشود    . 

 چنانچه •

)4-2(  
0,

0)()(

><−

≤−=Δ
∗

∗

εε forxx

xJxJJ
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)(در اين صورت به
∗

xJ ماكزيمم نسبي يا محلي (Relative or Local Maximum)شود گفته مي. 
)( دلخواه و بزرگ درست باشد به εبه ازاي) 2-3(چنانچه  •

∗

xJ يك مينيمم سراسري(Global Min) و 
)( دلخواه و بزرگ درست باشد به εبه ازاي) 2-4(چنانچه 

∗

xJزيمم سراسري كيك ما(Global Max) 
 . گفته ميشود

∗به 

x اكستريمال (Extremal) و به تابعك J در ازاي ∗

x يعني )(
∗

xJ اكسترمم (Exteremum)گفته ميشود . 
 

  (Fundamental Theorem of Calculus of Variations)اني حساب تغييراتبنيقضيه 
)( xJ)(تابعك   Ω∈x به طوري كه x بدون محدوديت و)(xJچنانچه . مشتق پذير باشد مفروض است

∗

x يك اكستريمال تابعك )(xJكليه مقادير باشد در آن صورت به ازاي Ω∈xδ وΩ∈+ xx δ خواهيم
),(0داشت  =

∗

xxJ δδ] 20[ . 
 
 )ترين حالتساده( با نقاط پاياني ثابتحساب تغييرات مسئله  -2-1-1

 
  مسير بهينه با شرايط اوايه و انتهايي ثابت:)2-1(شكل

فرض كنيد مشاهده ميكنيد، ) 2-1( كه در شكل همان طور
⎩
⎨
⎧

=
=

ff xtx
xtx

)(
)( ,0 علاوه بر آن 00 tt f مقادير معين 

tx)(هدف آن است كه مسير . باشد
dttxtxtgtxJ به طوري انتخاب شود كه تابعك ∗

ft

t
∫=
0

))(),(,())(( كمينه  &

0x  

fx  

ft0t

∗

)(tx
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tx)(براي يافتن .  گردديا بيشينه
 را محاسبه Jδ و سپس JΔ با توجه به قضيه بنياني حساب تغييرات ابتدا ∗

   ميكنيم

)5-2(  dtxxtgxxxxtgxJxxJJ
ft

t

}),,(),,({)()(
0

∫ −++=−+=Δ &&& δδδ 

xxx:نكته  ,, &δ در واقع همان )(),(),( txtxtx &δاست.  
),()(ا حول مسيرهاي حال رابطه بدست آمده ر txtx&بسط ميدهيم:  

)6-2(  dtxxtgxxOx
x
gx

x
gxxtgJ

ft

t

)},,()},(..),,({{
0

&&&
&

& −+
∂
∂

+
∂
∂

+=Δ ∫ δδδδ 

),(كه در آن  xxO &δδ تابعي است از xx &δδ با استفاده از انتگرال گيري جز به در ادامه .  با درجه بيشتر از يك,

∫جز از  ∂
∂ft

t

dtx
x
g

0

)( &
&
δ ميتوان x&δخواهيم داشت) 2-6( و با جايگزيني در رابطه  را حذف كرد :  

)7-2(  
ff t

t

t

t

tx
x
gdtxxOx

x
g

dt
d

x
gJ

00

)()},()]({[ δδδδ
&

&
& ∂

∂
++

∂
∂

−
∂
∂

=Δ ∫ 

  :كه در اين جا با نگه داشتن عبارت خطي نتيجه ميگيريم 

)8-2(  
ff t

t

t

t

tx
x
gdtx

x
g

dt
d

x
gJ

00

)(})]({[ δδδ
&& ∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

= ∫ 

),()( آنجايي كه زا 0txtx fتي از اين دو نقطه بگذرد كه در آن  مشخص هستند تمام مسيرهاي مجاز بايس
)(0,)(0صورت  0 == txtx f δδ . بنابرين در اكسترمال بايستي  

)9-2(  0}))],,((),,({[),(
0

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∗∗∗∗∗

∫ dtxxxt
x
g

dt
dxxt

x
gxxJ

ft

t

δδδ &
&

& 

  لم بنياني حساب تغييرات
  : داشته باشيم tα)(چنانچه براي يك تابع پيوسته مثل

)10-2(  ∫ =
ft

t

dttxt
0

0)()( δα 

,0 تابعي دلخواه بين txδ)(كه در آن  tt f 0,],[ است آنگاه)( 0 ftttt ∈∀=α] 21[.  
 
   لاگرانژ-اويلرشرط لازم  -2-1-2

 ميرسيم كه Jو لم بنياني حساب تغييرات به شرط لازمي براي بهينه بودن تابعك ) 2-9(با توجه به رابطه 
  : ت است ازعبار
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)11-2(  
],[

0)),,((),,(

fttt

xxt
x
g

dt
dxxt

x
g

∈∀

=
∂
∂

−
∂
∂ ∗∗∗∗

&
&

&
 

  . لاگرانژ گفته ميشود-اويلربه اين شرط، شرط لازم 
),,(درحالت خاص كه تابع  xxtg  به طور صريح مستقل از زمان است به عبارت ديگر  &

),(),,( xxgxxtg &&   :صورت ساده تر زير نوشترا با استفاده از قاعده زنجيري ب) 2-11( ميتوان رابطه =

)12-2(  
],[

).,(),(

fttt

cxxx
x
gxxg

∈∀

=
∂
∂

−
∗∗∗∗
&&

&
&

 

  . ]20 [ مقدار ثابتي است و از طريق شرايط اوليه در ناحيه مرزي بدست ميĤيدcكه در آن 
كمتر دارد كه اين موضوع، حل را در مسائل عددي ) 2-11(يك درجه مشتق گيري نسبت به ) 2-12(رابطه 

  .ميكندآسان تر 
  
  اب تغييرات با نقاط پاياني متغيرمسئله حس -2-1-3

  
  مسير بهينه با نقطه ابتدايي ثابت و انتهايي آزاد: )2-2(شكل

dttxtxtgtxJپيدا كردن مسير بهينه تابعك فرض كنيد هدف 
ft

t
∫=
0

))(),(,())((  باشد بطوري كه همان گونه &

)( و0tيد نقطهمشاهده ميكن) 2- 2(كه در شكل  0tx ثابت است و ftو  )( ftxهر دو آزاد هستند .  

fx  

)( ff ttx δ+  

ff tt δ+  

fxδ  )(tx  )( ftxδ  

∗

)(tx  
0x  

ft  0t  
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tx)(براي فرموله كردن مسئله 
],[ در بازه ∗ 0 ftt بطوري كه f

tt

xtx
f

=
=

∗

تغييرات خطي  ،مشخص باشد )(

)(  وftدر ftxوريم و تغييرات در آ بوجود مي)(tx
در بازه زماني را  اين تغييرات حال .گيريم را در نظر مي∗

],[ 0 ff ttt δ+ و بصورت  محاسبه ميكنيم)()()( txtxtx δ+=
كته مهم كه در اينجا مدنظر  ن.تعريف ميكنيم ∗

)(ميبايست باشد اين است كه  ftxδ الزاماً با fxδ مشخص است) 2-2(برابر نيست و اين بوضوح در شكل .
)(ميان ابطه ر ftبا استفاده از تقريب خطي در زمان  ftxδ و fxδبه صورت زير ميشود :  

)13-2(  
ffff ttxxtx δδδ )()( &−= 

حل مسئله در اين حالت مشابه قسمت قبلي است با اين تفاوت كه ميبايست تغييرات را نيز در نقاط پاياني 
),),()((و تقريب خطي ) 2-13(با استفاده از رابطه .  در نظر گرفتJΔدر  fff txtxtg  بهينه حول مسير &

)(),( txtx
∗∗
  :و حذف ترمهاي غير خطي به رابطه زير ميرسيم &

)14-2(  f
t

f
t

t

t

t
x
gxgx

x
gdtx

x
g

dt
d

x
gJ

ff

f

δδδδ )}()()({)(}))](()({[
0

∗
∂
∂

∗−∗+∗
∂
∂

+∗
∂
∂

−∗
∂
∂

= ∫ &
&

&&
 

),),()(( همان ∗)(: نكته txtxt
∗∗
  . است&

],[مشابه قبل شرط  لازم در بازه زماني  0 fttلاگرانژ صدق كند و عبارتهاي ديگر -اويلرادله  اين است كه مع 
قضيه   در نتيجه شرايط اكسترمم بودن با توجه به.نيز كه وابسته به شرايط مرزي مسئله هستند نيز صفر شوند

  : بصورت زير خلاصه ميشودJδ=0بنياني حساب تغييرات يعني 

)15-2(  
0))}(),(,())(),(,())(),(,({))(),(,(

0))(),(,())(),(,(

=
∂
∂

−+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗

f
t

f
t

ttxtxt
x
gtxtxtxtxtxtgxtxtxt

x
g

txtxt
x
g

dt
dtxtxt

x
g

ff

δδ &
&

&&&&
&

&
&

&

 

برابر صفر خواهد بود و ) 2-15( هر يك از ضرايب آنها در قسمت دوم رابطه fxδ و ftδاد بودن زحالآو در 
  . احتياج استfxδ و ftδدر غير اين صورت  براي حل به رابطه مابين

  
nRtx نتايج در حالت چند بعدي -2-1-4 ∈)(  

  : به بيان روابط اكتفا ميكنيمنتايج در حالت چند بعدي مشابه قبل خواهد بود كه در اين قسمت تنها

)16-2(  f
t

T
f

t

TT
t

t

tx
x
ggx

x
gdtx

x
g

dt
d

x
gJ

ff

f

δδδδ })({)(})]({[
0

&
&&& ∂

∂
−+

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

= ∫ 

  در نتيجه
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)17-2(  
0}))(),(,()())(),(,({))(),(,()(

0))(),(,()]([

=
∂
∂

−+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

∗∗∗∗∗∗∗

∗∗

f
t

T
f

t

T

T

txtxtxt
x
gtxtxtgxtxtxt

x
g

txtxt
x
g

dt
d

x
g

ff

δδ &&
&

&&
&

&
&

 

ار دعلت سر و كار داشتن با براي كه در مسائل چند بعدي بايستي در نظر گرفت اين است كه به تنها نكته
 برداري بايستي در شرايط مرزي صدق كنند ودر نتيجه مسئله بصورت تك تك هايدرايه كليه ،بجاي اسكالر

fمثال در رابطه بطور . در نظر گرفته ميشود
t

T x
x
g

f

δ)()( ∗
∂
∂
&

 برخي tx)( با فرض مستقل بودن عناصر بردار 

نتيجه گيري . باشند ftو برخي ديگر تابعي نسبت به ) غير وابسته(نند مشخص ، برخي ديگر آزاد از آنها ميتوا
)(در نتيجه واضح است كه وقتي . اين است كه هر عبارت فوق جداگانه بايد چك شود fk tx به ازاي 

rk ,,1L= 0 مشخص است=
ftkxδ و براي nrk ,,1L+= ،0≠

ftkxδاست .  
  
   (Hamiltonian) ينتابع هميلتون -2-2

  تعريف
RRRRgتابع لاگرانژ  nn RRRRRHهميلتوني تابع .  مفروض است:××→ nnn بصورت :×××→

    :زير تعريف ميشود 
)18-2(  ),,(,),,(),,,(

1
rxtgrprxtgrpprxtH

n

i
ii −><=−=∑

=

 

  :  فوق روابط زير برقرار خواهد بودتعريفحال واضح است كه با توجه به 

)19-2(  

i
i

i
i

i

ii

rprxt
p
H

niprxt
r
gpprxt

r
H

prxt
x
gprxt

x
H

=
∂
∂

=
∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

),,,(

1),,,,(),,,(

),,,(),,,(

L 

  .كنيمميلاگرانژ را به فرم هميلتوني بازسازي  -در اينجا روابط اويلر
 معادله nرجه دو داريم اما ميتوان نشان داد كه اين  معادله ديفرانسيل دn ما )2-11( توجه به رابطه با

  يعني. نسيل درجه يك بازنويسي كردمعادله ديفرا n2 لاگرانژ را ميتوان بصورت -ديفرانسيل درجه دو اويلر
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)20-2(  
nitrtxt

r
g

dt
dtrtxt

x
g

nitrtx

ii

ii

,,1,0))](),(,([))(),(,(

,,1),()(

L

L&

==
∂
∂

−
∂
∂

==
 

  :زير را انجام ميدهيمحال علاوه بر روابط فوق تعريف 
)21-2(  nitrtxt

r
gtp
i

i L1)),(),(,()( =
∂
∂

= 

بصورت زير ) 2-21(و ) 2- 20( لاگرانژ را با توجه به تغيير متغيرهاي -در اين صورت ميتوان رابطه اويلر
  : نوشت

)22-2(  
))(),(,()(

)()(

trtxt
x
gtp

trtx

i
i

ii

∂
∂

=

=

&

&

 

)23-2(  0))(),(,()( =
∂
∂

− trtxt
r
gtp
i

i 

 از حال با استفاده از.  معادله جبري استn) 2-23( معادله درجه يك و رابطه n2) 2- 22(كه در آن رابطه 
لاگرانژ به فرم زير بازسازي  -اويلرنهايتاً معادلات  )2- 18(نتايج فوق و تعريف تابع هميلتونين در رابطه 

  .ميشوند
  
   لاگرانژ-معادلات اويلرفرم هميلتونين  -2-2-1

  . به صورت برداري نوشته شده است) 2-24( شود كه روابط دقت

)24-2(  

0))(),(),(,(

))(),(),(,()(

))(),(),(,()(

=
∂
∂

∂
∂

−=

∂
∂

=

tptrtxt
r
H

tptrtxt
x
Htp

tptrtxt
p
Htx

&

&

 

   نتيجه گيري
n (Smooth) همواراگر و فقط اگر توابع 

f Rtttr →],[:)( nو  0
f Rtttp →],[:)(  وجود داشته باشند كه 0

nبا تابع 
f Rtttx →],[:)(  لاگرانژ را به - معادلات اويلرtx)(ند در اين صورت را ارضا كن) 2- 24( روابط 0

  .  ارضا خواهد كردgازاي تابع لاگرانژي 
نكته جالب اين است كه تابع هميلتونين همان تابع انرژي اكسترمم ما است از طرف ديگر ميتوان نشان داد 

  :كه
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)25-2(  )))(),(,(),(),(,()))(),(,(),(),(,( txtxt
x
gtxtxt

t
Htxtxt

x
gtxtxt

dt
dH ∗∗∗∗∗∗∗∗

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

&
&

&&
&

& 

 بدست مي ي تعريف تابع هميلتونكه از) 2-24( و رابطه براحتي با استفاده از قاعده زنجيري) 2-25(رابطه 
  :ميتوان رابطه زير را نتيجه گرفت) 2- 18( از طرف ديگر با توجه به تعريف . قابل استخراج استآيد

)26-2(  ))(),(,()))(),(,(),(),(,( txtxt
t
gtxtxt

x
gtxtxt

t
H ∗∗∗∗∗∗

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

&&
&

& 

),,(0 مستقل از زمان باشد يعني gر تابع لاگرانژي  اگ)2-26( و )2- 25 (وابطبا توجه به ر =
∂
∂ xxt

t
g

 باشد &

),,(),(يا به عبارت ديگر xxgxxtg && tx)(  و =
 لاگرانژ در ازاي آن تابع لاگرانژي باشد در - حل معادله اويلر∗

پايستاري (ژي در روي مسير اكسترمم ثابت خواهد ماند يا همان تابع انرآن صورت تابع هميلتوني 
  .) Conservation of Energyانرژي

 
  كنترل بهينه -2-3

  :زير را در نظر بگيريد) معادلات حالت ( سيستم ديناميكي: مفروضات مسئله

)27-2(  
mn RtuRtx

tutxtfx
∈∈

=

)(,)(
))(),(,(&

 

nmnكه در آن  RRRRf ],[ در بازه  تابعي هموار:××→ 0 ftt،به بيان ديگر  است 
u
f

x
f

∂
∂

∂
∂ در اين بازه  ,

],[ و از  نيز يك ورودي كنترلي بوده كه در حالت كلي تابعي تكه اي پيوسته استu. وجود دارد 0 ftt به 
mR00 اوليه بطوري كه با فرض.  تعريف ميشود )( xtx nRx كه در آن = ) 2-27( حل معادله حالت 0∋

],[ روي tx)(منجر به مسير حالت يكتاي  0 ftt ميشود .  

  
  پيوستهاي مسير حالت پيوسته تحت ورودي كنترلي تكه: )2-3(شكل

ktt تابع تكه اي پيوسته با گوشه هاي tx)(مشاهده ميكنيد ) 2-3(همان گونه كه در شكل  ,1L كه اين است 
),()(در اينجا به جفت . م خواهد بودتگوشه ها متناظر با نقاط ناپيوسته در ورودي سيس txtuمسير - ورودي

  . نشان داده ميشودSTI pair (State Trajectory Input Pair)ميشود كه با حالت گفته 

ft  kt  2t  1t  0t  

)(tx  
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  نكاتي پيرامون مسئله كنترل بهينه

ffاگر  .1 xtx ),()( باشد آنگاه واضح است كه جفت )(= txtu سيستم را از نقطه ),( 00 xt به ),( ff xt 
 .اهد كردمنتقل خو

RtRx.شرايط اوليه و زمان اوليه معمولاً مفروض است .2 n ∈∈ 00 , 

nRRSمجموعه هدف با محدوديت هاي احتمالي نقاط پاياني مفروض است يعني  .3  : بطوري كه⊃×

)28-2(  { }kixtmRRxtS ffi
n ≤≤=×∈= 1,0),(),( 

RRRmكه در آن  n
i   .نشان دهنده محدوديت هايست كه بايستي ارضا شود يك تابع هموار است و :×→

  
  S انتهايي متغير بر روي رويه مسير بهينه با نقطه: )2-4(شكل

Cuورودي كنترل و مجموعه محدوديتهاي آن مفروض است، يعني  .4 mRC و (.)∋  .ت اس⊃

Kxيعني . مجموعه محدوديت هاي حالت نيز مفروض خواهد بود .5 nRK و (.)∋  . است⊃

 :تابع هزينه نيز بصورت زير مفروض است .6

)29-2(  ∫ +=
ft

t
ff xthdtuxtguxJ

0

),(),,(),( 

RRRRgبطوري كه  mn RRRh و :××→ n ],[ توابعي هموار در بازه :×→ 0 fttبه تابع . است 
),,( uxtg گوييم لاگرانژي مي تابع.    
  
  
  

0x  

t  

S  

Target Set 

0t  
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  تعريف مسئله كنترل بهينه -2-3-1
],[  كه در بازه زمانيSTIدر ميان تمام جفتهاي  0 fttو سيستم را از نقطه اند تعريف شده ),( 00 xt به 

Sxt ff Cuمحدوديت هاي پاياني، محدوديت هاي كنترلي  و منتقل ميكند ),(∋  و محدوديت هاي (.)∋
Kxحالت  }),(){( را ارضا ميكند، مطلوب است جفت (.)∋ txtu

  .مينيمم شود) 2-29( بطوري كه تابعك ∗∗
  

  تذكر
  ميگويند(Bolza)بلگا ) 2- 29(را بصورت  Jتابعك  •

),(هزينه انتهاي مسير، ) 2- 29(اگر در رابطه  • ff xth صفر باشد تابعك را از نوع لاگرانژين ، 
(Lagrangian)ميگويند . 

),,()  2-29(اگر در رابطه  • uxtgر يِ  صفر باشد تابعك را از نوع م(Mayer)ميگويند . 

  
  اب تغييرات به مسائل كنترل بهينهتعميم حس -2-3-2

  .ميپذيرد زير انجام موارددر جهت تعميم نتايج بدست آمده و بكار گيري آن در مسائل كنترل بهينه 
),(تابع  • ff xthرا با استفاده از رابطه :  

)30-2(  ),(),( 00

0

xthdt
dt
dhxth

ft

t
ff += ∫ 

),(از آنجايي كه قسمت . كنيم) 2-29( در رابطه Jوارد انتگرال  00 xth مقداري ثابت است ميتوان در مسئله 
 .بهينه سازي از آن صرفه نظر كرد

را به عنوان محدوديت ديناميكي با استفاده از ضريبي معروف به ) 2-27(در رابطه معادلات حالت  •
nRt(ضريب لاگرانژ  ∈)(ψ (تابع هزينه در J وارد ميكنيم و با توجه به رابطه )ميتوان به تابع ) 2- 30

  : زير برسيم aJهزينه افزوده شده 

)31-2(  ∫ −++=
ft

t

T
a dttxtutxtfttxt

dt
dhtutxtgtutxJ

0

)]}())(),(,()[())(,())(),(,({))(),(( &ψ 

),,,),()((و تعريف تابع لاگرانژي تعميم يافته ) 2-31  (رابطهبا در نظر داشتن  ttuxxtga ψ& بصورت زير   
)32-2(  )]())(),(,()[())(,())(),(,())(),(,,,( txtutxtfttxt

dt
dhtutxtgttuxxtg T

a && −++= ψψ 

  :براي آن خواهيم داشت) 2- 17( لاگرانژ -اويلرو نوشتن رابطه 
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)33-2(  0))(),(,,,())(),(,,,( =
∂
∂

−
∂
∂ ttuxxt

x
g

dt
dttuxxt

x
g aa ψψ &

&
& 

) 34 -2(  0))(),(,,,())(),(,,,( =
∂
∂

−
∂
∂ ttuxxt

u
g

dt
dttuxxt

u
g aa ψψ &

&
& 

) 35 -2(  0))(),(,,,())(),(,,,( =
∂
∂

−
∂
∂ ttuxxtg

dt
dttuxxtg aa ψ

ψ
ψ

ψ
&

&
& 

),,,),()((ي تعميم يافته  لاگرانژ براي تابع لاگرانژ-پس با توجه به رابطه اويلر ttuxxtga ψ& كه منجر به 
),(),()(بهينهميتوان توابع ميشود، ) 2-35(و ) 2-34(، )2-33(روابط  ttutx

∗∗∗

ψاما اگر به .  را بدست آورد
ميتوان مشاهده كرد كه اين رابطه دقيقاً همان ديناميك محدود كننده روي  نگاه كنيم برا حتي ) 2- 35(رابطه 
به همان تابع اوليه لاگرانژي ) 2-32(در ) 2-35( با در نظر گرفتندر نتيجه . رهاي حالت ما استمتغي

),,( uxtgتعميم داده شده هزينه ميتوان به براحتي مشاهده كرد كه تابع  به بيان ديگر، .  ميرسيمaJ داراي 
 تنها با اضافه كردن قسمت در حقيقت.  خواهد بودJ هزينه اوليهابعمسير اكسترممي برروي مسير اكسترمم ت

),),()(()( ،ديناميك سيستم txtutxtf  . اين محدوديت را وارد محاسبات خود كرده ايملاگرانژيبه تابع ، −&
  :حال با توجه به تعريف تابع هميلتونين بصورت 

)36-2(  ))(),(,()())(),(,())(),(),(,( tutxtfttutxtgttutxtH Tψψ += 

  :را بصورت زير بازنويسي كرد) 2- 35(و ) 2-34(، )2-33(روابط  ميتوان 
)37-2(  ))(),(,,,()( ttuxxt

x
H

t
dt
d ψψ &

∂

∂
−= 

) 38 -2(  0))(),(,,,( =
∂
∂ ttuxxt

u
H ψ& 

) 39 -2(  ))(),(,,,()( ttuxxt
H

tx
dt
d ψ

ψ
&

∂

∂
= 

  :رابطه زير را بيان كرد) 2- 36(در با استفاده از تابع هميلتونين براي شرايط مرزي نيز ميتوان 
)40-2(  0))}(,())(),(),(,({)}())(,)({( =

∂
∂

++−
∂
∂ ∗∗∗∗∗∗

fffffffffff ttxt
t
httutxtHxttxt

x
h δψδψ 

  نسبت به زمان مشتق بگيريم آنگاه) 2- 36(از تابع هميلتونين در رابطه  اگر از جانب ديگر

)41-2(  
t

H
u

u
HH

x
x

H
dt

dH
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
= &&& ψ

ψ
 

و ) 2-37( از روابط ψ&&,xبا جايگذاري . صفر است) 2-41(قسمت سوم رابطه ) 2- 38(حال با توجه به 
نيز با هم ساده ميشود و در ) 2-41(خواهيم ديد كه قسمتهاي دوم و سوم رابطه ) 2- 41(در رابطه ) 39-2(

  :نتيجه خواهيم داشت
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 )42 -2(  
t

H
dt

dH
∂

∂
= 

 را بر Hرابطه مهمي است كه يكي از خصوصيات منيفولد ) 2-42(رابطه  . مقدار ثابتي استcكه در آن 
),),(),(),()((روي مسير اكستريمال نشان ميدهد كه تغييرات رويه  ttutxtxtH

∗∗∗∗

ψ& نسبت به زمان برابر 
 بستگي t بطور منحصراً به متغير ,fgاگر بردارهاي بطور مثال  .تغييرات آن منحصراً نسبت به زمان است

=0، )2-36(با توجه به رابطه هميلتونين، در نتيجه نداشته باشد 
∂
∂

t
H خواهد بود و به رابطه مهم زير 

  : ميرسيم
)43-2(  cH = 

  .به اين رابطه در فصل بعدي اشاره خواهيم كرد
)(و  آزاد ftاگر حال  ftx 0 مشخص باشد=fxδتابع اگر  از جانب ديگر  خواهد بود و),( ff xth در تابع 

  را ميتوان بصورت آنگاه شرايط مرزي صفر باشد ) 2- 29(هزينه 
)44-2(  0)))(),(),(,( =

∗∗∗

ffff ttutxtH ψ 

ريم كه تابع  نتيجه ميگيونيميلتاو پيوستگي تابع ه) 2-43(و ) 2-44( با توجه به روابط .بيان نمود
))))(),(),(,(( ttutxtH

∗∗∗

ψ در طول مسير ],[ 0 fttثابت و برابر صفر است .  



 
  
  
  

  سومفصل 
 براي سيستمهاي خطي و  حلقه باز بهينهكنترلطراحي 

  غيرخطي مستوي
  
 

 ابتدا مسئله بهينه سازي را در قالب يك تابع هزينه مناسب، كه جنبه فصلدر اين 
هاي مختلف طراحي در كنترل از جمله بهينه كردن انرژي ورودي سيستم، رفتار 

در مرحله بعدي . د، تعريف ميكنيممناسب حالتها و خروجي سيستم را در بر دار
كنترل كننده مناسب مربوط به اين مسئله بهينه سازي را در سيستمهاي خطي و 
سيستمهاي غيرخطي مستوي به صورت حلقه باز طراحي ميكنيم و روشِ تحليلي و 

  .عدديِ مناسب براي رسيدن به جواب نهايي را مورد بررسي قرار مي دهيم
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  ل حلقه بازكنترمسئله  -3-1
  :زير را در نظر بگيريد) Input Affine(سيستم غير خطي و مستوي

)1-3(  uxgxfx )()( +=& 

 نيز ورودي كنترلي u. د ميباشنnR ميدانهاي برداري هموار در ,fg بعدي و n بردار حالت xكه در آن 
],[ در بازه زماني  كنترلي راtu)( حال هدف اين است كه. اسكالر ميباشد 0 ftt اي بيابيم كه سيستم  بگونه  به

00از مقدار اوليه مشاهده ميكنيد، ) 3- 1(همان طور كه در شكل را  )( xtx ff به  = xtx  منتقل كند و )(=
  تابع هزينه 

)2-3(∫ +=
ft

t

TT dtRuuQxxtutxJ
0

)(
2
1))(),(( 

، )3-2( در تابع هزينه ) هستيمcمسير بهينه به بيان ديگر از ميان مسيرهاي ممكن در صدد يافتن  (كمينه شود
Q ماتريس nn× مثبت نيمه معين و R ماتريس mm×است مثبت معين  .  

 
  fx به 0xمسيرهاي ممكن براي رسيدن از: )3-1(شكل

  نكته
 خواهد بود، ×11نيز يك ماتريس R يك متغير اسكالر است در نتيجه ماتريس uباتوجه به اينكه  •

اما در ادامه در روابط همچنان فرم ماتريسي را حفظ ميكنيم به اين علت كه مطالبي كه در ادامه ذكر 
  . خواهد بوديزنخواهد شد براحتي قابل تعميم به سيستمهايي با چند ورودي 

با توجه در اين راستا . حال با توجه به مطالبي كه در فصل پيش گفته شد به حل مسئله مطرح شده ميپردازيم
  به اينكه

)3-3(  
)(

2
1))(),(,(

)()())(),(,(

RuuQxxtxtxtg

uxgxftutxtf

TT +=

+=
 

  :تابع هميلتونين را براي مسئله فوق تشكيل ميدهيم)  2- 36(اري آن در رابطه ذجايگبا و 
)4-3(  ))()()()(()(

2
1))(),(),(,( tuxgxftRuuQxxttutxtH TTT +++= ψψ 

c  

0x  

fx
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  :ميتوان به نتايج زير رسيد) 2-39(و ) 2- 38(، )2- 37(حال با استفاده از روابط  
)5-3(  u

x
g

x
fQx

x
H T

∂
∂

−
∂
∂

−−=
∂
∂

−= ψψ )(& 

)6-3(  ψ)(0 xgRu
u
H T+==
∂
∂

 

)7-3(  uxgxfx )()( +=& 

 يا هم حالت، است، متغير tx)(ت ما،  كه هم بعد متغير حالtψ)(به متغير) 3-7(و ) 3-6(، )3-5(در روابط 
 يك ماتريس مثبت معين است و Rو اين نكته كه ماتريس ) 3-6(از رابطه .  ميگوييم(Co State) هم حالت

  : يعني را بدست آوردtu)(خواهد بود، براحتي ميتوان ورودي كنترلي  نيز معكوس پذير
)8-3(  )()()( 1 txgRtu Tψ−−= 

به يك دسته معادله ) 3-5(و جاگذاري آن در رابطه ) 3-8(با استفاده از رابطه در نتيجه همان طور كه ميبينيم 
  :ميرسيممتغير  n2يك با  از درجه (ODE)ديفرانسيل عادي 
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00 شرط اوليه n بعدي داراي n2فرانسيل اين معادله دي )( xtx ff شرط نهايي n و  = xtx  باشد  مي)(=
ff شرط نهايي n اگر بجاي  .كه اين موضوع حل تحليل و يا حتي عددي آن را دشوار ميسازد xtx =)( ،n 

00شرط اوليه  )( ψψ =t يك معادله ديفرانسيل عادي) 3-9( در دسترس بود رابطه(ODE) با شرايط اوليه 
  .گشتمشخص بود كه براحتي حل مي

 توجه به  با. فصل قبل ميباشد) 2-43(از رابطه  مي شود استفاده ارائهاين مسئله پيشبرد راه حل اولي كه براي 
در نتيجه ميتوان از .  هميلتوني در طول مسير ثابت استندارد، تابع بستگي t به متغير ,fgبردارهاي اينكه 

اما متأسفانه به علت تك .  كرداين رويه براي انتقاي دردن شرايط مرزي از انتهاي مسير به ابتداي آن استفاده
به بيان ديگر .  تنها ميتوان يك بعد از دامنه مجهولاتمان در شرايط اوليه كاستHبعدي بودن تابع هميلتونين 

  .اين براي حل اين مشكل مناسب نخواهد بود
 است كه قبل از پرداختن به (Shooting Method)راه ديگري كه ما قصد داريم به آن بپردازيم روش شليك 

  .آن احتياج به پيش زمينه اي براي آن است
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 (Shooting Method) تعميم داده شده روش شليكمقدمه اي بر  -3-2
 اما در اين قسمت ما آن را ]22 [در مراجع موجود روش شليك براي تنها متغيرهاي اسكالر بيان شده است

  . ميكنيمبصورت برداري و در حالتي كلي تر بيان
  :همراه با مقادير مرزي زير را در نظر بگيريد متغير n2يك با درجه  از ديفرانسيل غير خطي و عادي معادله 

  

)10-3(  
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⎧
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))(),(()(
))(),(()(

tytxkty
tytxhtx

&

&
 

 )11 -3(  
ff xtxxtx == )(,)( 00 

ftt و nR ميدانهاي برداري هموار در ,hk بعدي و n بردارهاي ,xyكه در آن    . ميباشند 0>>
00ن شرط اوليه مناسب هدف پيدا كرد )( yty است كه از حل معادله ديفرانسيل ) در صورت وجود ( =

Tyxهمراه شرايط اوليه ه ب) 10-3( ][ T بتوان به نقطه انتهايي 00
ff yx   . رسيد][

)(=αحال براي حل اين مسئله شرط اوليه  0ty  بديهي است كه شرط پاياني . در نظر ميگيريمرا)( ftx 
)(),( خواهد بود به بيان ديگر αتابعي از  αff txtx مسير اصلي حل اين مسئله به اين صورت است كه . =
),(ميزان تغييرات  بدنبال محاسبه كردن αبا تغيير  αftxانيم بگونه اي قابل قبول  تا بدين وسيله بتو هستيم

),( αftx موردنظر را به مقدار fxكنيماستفاده مي نيوتنبنام روش  ي روشازدر اين مسير .  ميل دهيم.  
  
  وتنينروش  -3-2-1

مقدمه اي براي روش نيوتن آورده است اما چون اين گونه  (Secant) ابتدا با تعريف روش سكانت ]22[در 
تر ري و در حالت كليكند از ابتدا آن را بصورت برداما را در دو بعد محدود ميمطرح كردن روش نيوتن 

 . نشان ميدهيم
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  با توجه به اطلاعات موجود در شرايط نهايي در روش نيوتنiα نحوه بهبود: )3-2(شكل

  
را با ) 3-10(حال معادله ديفرانسيل .  نظر ميگيريم در1α مثلاً αبراي دلخواه  يابتدا مقدارنيوتن  روشدر 

Txمقدار اوليه اين به  توجه ][ 10α حل ميكنيم و متعاقباً شرط پاياني ),( 1αftxهمان گونه كه .  بدست ميايد
),(در اينجا با زدن تقريب خطي مشاهده ميشود ) 3-2(در شكل  αftxت به  نسبα به روابط زير ميرسيم:  

)12-3(  )(
),(

),(),( 1212

1

αα
α
α

αα
αα

−
∂

∂
+≅

=

f
ff

tx
txtx 

مطرح است نحوه بدست آوردن در اين جا اما موضوعي كه 
α
α

∂

∂ ),( ftx
   كميت كهتوجه شود. ميباشد 

α
α

∂

∂ ),( ftx
به رابطه ) 3-10(معادله از  αنسبت به متغير طرفين با مشتق گيري.  است×nnيك ماتريس  
  :زير ميرسيم
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fttكه در آن  امكان پذير است ي مشتق جابجاپذيراينكه در شرايط خوبي حال با توجه به .  است0>>
  :روابط زير را در نظر داشتميتوان 

)14-3(  
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),( 1αtx  

),( 0αtx  
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∂ ),( 0ftx
 

),( 0αftx  
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12حال متغيرهاي  , zz  ماتريس دوكه nn×را بصورت زير تعريف ميكنيم  است: 

)15-3(  
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∂
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  : را بصورت زير بازنويسي نمود) 3-13(ر نتيجه ميتوان د
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12مشخص است معادلات ديفرانسيل دو متغير ) 3-16(در رابطه ر كه همان طو , zzحال .  بدست آمده است
nnعادي همزمان در نظر بگيريم يك دستگاه معادله ديفرانسيل ) 3-10(طه را با راب) 3-16(اگر رابطه  22 2 + 

fttدر بازه  ) 3-16( معادله مربوط به معادله 22nو)  3-10( معادله مربوط به رابطه n2 داريم كه  0>>
  . شدميبا

),()(نكته ديگري كه ميبايست مدنظر قرار گيرد شرايط اوليه  12 tztzبا توجه به اينكه متغير .  ميباشد)(tx در 
0t  مشخص ميباشد با تغييرات پارامترα متغير )(tx 0 در زمانt تغييري نخواهد داشت به بيان ديگر 

nnt
txtz ×=
∂

∂
= 0)()( 0

)(=αاز جانب ديگر با توجه به اينكه . 01 0ty با تغييرات ه شده است در نظر گرفت 

α ،nnIپارامتر 
t
tytz ×=
∂

∂
=

)()( 0
  . خواهد بود 02

  : ابط زير ميرسيمودر نهايت از مطالب گفته شده به ر
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)18-3(  Itztztyxtx ==== )(,0)(,)(,)( 0201000 α 

],[ در بازه tكه در آن  0 fttاين .  ميباشد nn 22 2 قابل حل ) 3-18( معادله ديفرانسيل با شرايط اوليه +
  .است
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) 3-12(رابطه تقريب خطي در براي اين مسئله از .  استαبهبود بخشيدن پارامتر حال مسئله آخر نحوه  

)(براي اين منظور كافيست . استفاده ميكنيم
),(

1 f
f tz

tx
=

∂

∂

α
α قرار دهيم و بدين صورت با انتخاب مقدار 

  : به رابطه زير ميرسيمα براي پارامتر 1αاوليه دلخواه 

)19-2(  ))((),(),( 12112 αααα −+≅ fff tztxtx 

  : بدست آوردα پارامتر تنظيمبا توجه به رابطه بالا ميتوان رابطه بازگشتي براي 
)20-3(  )),(()( 1

11 nfffnn txxtz ααα −+= −
+ 

  .است) 3-11( همان شرط نهايي مورد نظر در رابطه fxكه در آن 
براي مسئله بهينه سازي كه حال الگوريتم مطرح شده را در دو حالت مختلف سيستم هاي خطي و غير خطي 

  . مورد بررسي قرار ميدهيمدر ابتداي اين فصل مطرح شد، 
  
  سيستم هاي خطي كنترل بهينه -3-3

  :سيستم خطي زير را در نظر بگيريد
)21-3(  )()()( tButAxtx +=& 

nnRماتريس متعلق به  A،  بعدي n بردار حالت xكه در آن   tu)(  وnR يك بردار متعلق به B و ×
 كنترلي را در tu)(اين صورت مطرح ميشود كه به حال مسئله بهينه سازي  .ورودي كنترلي اسكالر ميباشد

],[بازه زماني  10 tt00 بيابيم كه سيستم را از مقدار اوليه  به بگونه اي )( xtx ff به  = xtx  منتقل كند و )(=

∫تابع هزينه  +=
ft

t

TT dtRuuQxxtutxJ
0

)(
2
 مثبت نيمه ×nn ماتريس Qكه در آن  شود  مينيمم)),()((1

  . مثبت معين است×mm  ماتريسRمعين و 
به اين نتيجه ) 3-1(رابطه با ) 3-21(مسئله مطرح شده در ابتداي اين فصل و مقايسه رابطه با توجه به 
Axxfميرسيم كه  Bxg و )(= ه كه از روابط بهينبهمراه شرايط اوليه ) 3- 9(پس ميتوان رابطه .  است)(=

  : ي بدست ميايد را بصورت زير بازنويسي كنيمساز

)22-3(  
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)23-3(  
ff xtxxtx == )(,)( 00 
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ميتوان نتيجه گرفت كه با تعريف ) 3-11(و ) 3-10( با )3- 23(و ) 3-22(ابط وحال با مقايسه ر
)()( tty ψ≡ قرار دادن ،)()(),( 1 tBBRtAxxh Tψψ ),()()(  و=−− tAtQxxk Tψψ از  ميتوان =−−

  : را به صورت زير بنويسيم)3-21(و  )3- 18(، )3- 17(ابط والگوريتم شليك استفاده كنيم و ر
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 )25 -3(  Itztztxtx ==== )(,0)(,)(,)( 02010000 αψ 

 )26 -3(  0)),(()( 1
11 ≥−+= −

+ ntxxtz nfffnn ααα 

  نكته
),()(ديناميك سيستم براي متغيرهاي .1 12 tztz سيستم براي متغيرهاي حالت ديناميك  دقيقاً همان)(tx 

 را بصورت زير tθ)(به بيان ديگر اگر متغير ماتريسي .  ميباشدtψ)(و متغيرهاي كمكي حالت 
 : تعريف كنيم 

)27-3(  ⎥
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tztx
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)(2)1(ر آن كه د +×∈ nnRtθ است و ماتريس ثابت Λ نيز بصورت زير تعريف كنيم  : 
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nnRكه در آن  22 ×∈Λ را بصورت زير ) 3-25(و ) 3-24( است را در نظر بگيريم ميتوان رابطه
  :نوشت

)29-3(  )()( tt θθ Λ=& 

)30-3(  ⎥
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⎤
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⎣
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=

I
t

nα
θ

00
)( 0

& 

  n+1 تبديل به حل n براي يك سيستم خطي از درجه tu)(بدست آوردن سيگنال كنترل بهينه  .2
  معادله ديفرانسيل تنها در شرايط اوليه n+1 گرديد كه اين  n2معادله ديفرانسيل خطي از درجه 

نيز مشخص است ) 3-29(با هم متفاوت بوده و از نظر ديناميك داراي ساختار يكسان كه در رابطه 
 .ميباشد

) 3- 26( همگرايي رابطه بازگشتي سرعتمورد ديگري كه در اينجا ميبايست مورد بحث قرار گيرد  .3
بطور مثال، در . بت به شرايط اوليه خطي خواهد بودنس پاسخ سيستم  در سيستمهاي خطي.ميباشد
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],[زماني در بازه tθ)(پاسخ ) 3-29(رابطه  10 tt بصورت )()( 0tet tθθ Λ=  ميباشد در نتيجه مقدار
ftf e

t
t Λ=

∂

∂

)(
)(

0θ
θخطي(تقريب درجه اول ي خطي خاطر در سيستمها همين به.  مقداري ثابت است (

در يك ) 3-26(و به بيان ديگر رابطه بازگشتي . به يك رابطه دقيق تبديل ميشود) 3- 12( رابطه 
 .مرحله به جواب ميرسد

  
   و شبيه سازيمثال عددي -3-3-1

 فرض كنيم كه در رابطه. دهيممييك مثال عددي مطالب ذكر شده در قسمت قبلي را نشان در اين قسمت با 
   داشته باشيم)21-3(
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00زمان آغاز  =t 3 و زمان پايان=ft بصورت و نهايي  در نظر گرفته شده است و همچنين شرايط اوليه
  :زير است
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 x)0(اي بيابيم كه سيستم را از مقدار اوليه  بگونه  به ]3,0[ كنترلي را در بازه زماني tu)( هدف اين است كه

∫ منتقل كند و تابع هزينه x)3( به  +=
ft

t

TT dtRuuQxxtutxJ
0

)(
2
  : مينيمم گردد كه در آن)),()((1

)33-3(  
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3 44
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و ) 3-32(و اطلاعات رابطه ) 3- 28( رابطه با استفاده از Λ بدست آوردن بعد از. ر گرفته شده استدر نظ
 هم حالتشرط اوليه مناسب براي متغير ) 3-26( تنها در يك مرحله از طريق رابطه بازگشتي ميتوان ) 33-3(
)(tψرا بدست آورد  .  
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  ،ψ)0( مقدار مختلف ونمودار حالتهاي سيستم براي د: )3-3(شكل

(a) 0(  مقدار دلخواه براي(ψ ،(b)مقدار بهبود يافته براي )0(ψ.  

T]1111[0 مقدار دلخواه ψ)0( هم حالتبراي شرط اوليه متغير ) a-3 -3(شكل در  =α را انتخاب شده 
 به نقطه t=3در زمان  tx)(همانطور كه انتظار داشتيم و در شكل نيز مشاهده ميكنيد متغيرهاي حالت . است

) 3-26(موردنظر نمي رسد اما از اطلاعات بدست آمده در انتهاي مسير در مرحله اول با توجه به رابطه 
 رسيد اين مقدار برابر ψ)0( هم حالتميتوان در يك مرحله به شرط اوليه موردنظر براي متغير 

T]139.4575.77204.96424.89[1 −=αنتايج بدست آمده در شكل  .  است)b-3-3 ( نشان داده شده
رابطه  (ODE)حل معادله ديفرانسيل عادي ز  كه اtψ)( هم حالتاستفاده از متغير همچنين ميتوان با . است

) 3- 4(در شكل .  را بدست آوردtu)(ورودي كنترلي ) 3- 8(بدست آمده است و همچنين رابطه ) 24-3(
  :ميتوان اين ورودي كنترلي بهينه را مشاهده نمود
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  ورودي كنترل بهينه محاسبه شده براي سيستم خطي: )3-4(شكل

   مستويسيستم هاي غيرخطيل بهينه  كنتر-3-4
رسيدن به جواب بهينه در اين سيستمها به علت غير . ا سيستمهاي غير خطي برخورد داريمدر عمل معمولاً ب

بطور مثال ما توانستيم براحتي نشان دهيم كه در . خطي بودن آنها به آساني سيستمهاي خطي نيست
كان پذير نبوده م اما در سيستمهاي غيرخطي اين كار امسيستمهاي خطي تنها در يك مرحله به جواب ميرسي

  . جواب موردنظر بودبيشتر بدنبال تكرار و تنها ميتوان در تعداد دفعات 
  و شبيه سازيمثال عددي -3-4-1

  .  الگوريتم ارائه شده را نشان ميدهيمتوانايييك مثال عددي از يك سيستم فيزيكي با  -1- 4-3در قسمت 

  
  ]23 [قابل انعطافبازوي : )5-3( 

 است (Flexible-Joint Link)كه تك بازوي قابل انعطاف را ) 3-5(سيستم مكانيكي نشان داده شده در شكل 
 4رفتار اين سيستم مكانيكي را ميتوان توسط يك دسته معادلات ديفرانسيل عادي از درجه . در نظر بگيريد

uxgxfxبصورت   )()(   : مدل كرد كه در آن&=+
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dcbaبطوري كه    . زيكي بازوي موردنظر بدست ميايد پارامترهاي ثابتي بوده و از شرايط في,,,
)34-3(  

I
d

J
kc

I
kb

I
MgLa 1,,, ==== 

MLkپارامترهاي ) 3-34(در رابطه   بترتيب جرم، طول نشان داده شده است) 3-5( شكل  همانطور كه در,,
JIر بازوي رباط و ثابت فنو حال همانند مثال قبلي در  .استگشتاور لختي يا همان ممان اينرسي آن  ,

 را در بازه زماني tu)(قسمت خطي مسئله بهينه سازي به اين صورت مطرح ميشود كه گشتاور ورودي 
],[ 0 ftt 00 به بگونه اي بيابيم كه سيستم را از مقدار اوليه )( xtx ff به  = xtx  منتقل كند و تابع هزينه )(=

∫ +=
ft

t

TT dtRuuQxxtutxJ
0

)(
2
 R مثبت نيمه معين و ×44 ماتريس Qكه در آن  شود  مينيمم)),()((1

1,3 در اين مثال عددي . مثبت معين است×mmماتريس  44 == × RIQت و زمان آغاز  فرض شده اس
00 =t 3 و زمان پايان=ftدر نظر گرفته شده است و همچنين شرايط اوليه بصورت زير است :  

)35-3(  
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1.02.07.01)0(
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  :را بصورت زير بازنويسي كنيم) 3-9(رابطه  در اين مثال ثابت است gاينكه بردار ابتدا با توجه به براي حل 

)36-3(  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∂
∂

−−=

−= −

ψψ

ψ

T

T

x
fQx

ggRxfx

)(

)( 1

&

&

 

)(كه در آن 
x
f
∂
  :بصورت زير تعريف ميشود ∂
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),()(بردارهاي . تعيين كنيمرا ) 3-17( براي الگوريتم ارائه شده ميبايست رابطه حال txtψ را بصورت 
[ ]Ttxtxtxtxtx )()()()()( 4321=، [ ]Tttttt )()()()()( 4321 ψψψψψ با .  تعريف ميكنيم=

),()(توجه به اينكه  21 tztz  3- 17(در رابطه ( ماتريسهايnn×بطور مثال براي ماتريس  اگر. ميباشد )(1 tz 
]فرم پخش ستوني  ])()()()()( 4321

1 tztztztztz tz)(( را در نظر بگيريم = i ستون i ام ماتريس
)(1 tzخواهيم داشت )  است[ ])((.))((.))((.))((.))((.))( 4321

11 tzAtzAtzAtzAtzAtz    و در &==
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  : نتيجه
)38-3(  nitzAtz ii ≤≤= 1),((.))(& 

),()(نسبت به ماتريسهاي ) 3-17(پس با توجه به خطي بودن قسمتهاي سوم و چهارم رابطه  21 tztz 
),()(نيز نشان داده شد ديناميك معادله ديفرانسيل براي ستونهاي ) 3- 38(همانطور كه در رابطه  21 tztz يكي 

  .نيز تعيين گشته است، متفاوت خواهند بود) 3- 25(رايط اوليه كه در رابطه بوده و تنها در ش
),()( حال با تعريف ستونهاي ماتريس  21 tztz بصورت [ ]Tiiiii tztztztztz )()()()()( 141312111  و =

[ ]Tiiiii tztztztztz )()()()()( 24232221
2

 )3-38(، )3-36(رابطه را با توجه به ) 3-17(رابطه ميتوان  =
)()(و  tty ψ≡بصورت زير نوشت  :  
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)),(),(()),()((كه در آن توابع  ttxhttxk ψψ  ي بدست ميايد و با استفاده از آن برا) 3-36(براحتي از رابطه
))(),(),(),((

211
tztzttxZ iii ψ و ))(),(),(),((

212
tztzttxZ iii ψخواهيم داشت :  
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 1هاي i معادله براي 4در اصل ) 3-40(و ) 3-39(ين جا لازم به ذكر است اين است كه روابط آنچه كه در ا
  .  است4تا 

را حل نموده و ) 39 -3( (ODE)ميتوان معادله ديفرانسيل عادي ) 3-18(شرايط اوليه رابطه از حال با استفاده 
نتايج عددي در . ميگيريم بهره tψ)(ن شرط اوليه مناسب براي نيز براي پيدا كرد) 3- 20(از رابطه بازگشتي 

  .ميشودبعدي مشاهده شكلهاي 
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30 در بازه tx)(: )3-6(شكل << t  

 هم حالتشرط اوليه متغير  توسط تغييرات ft=3 در زمان tx)(شرط پاياني مراحل بهبود ) 3- 6(در شكل 
)(tψ  همانگونه كه انتظار داشتيم تعداد مراحل تكرار . نشان داده شده استبا استفاده از الگوريتم ارائه شده

 و tψ)(مراحل تحول شرط اوليه  . است6بيشتر از حالت خطي بوده كه در اين مثال خاص برابر 
ff xtx   : مشاهده ميكنيد  مرحله در جدول زير6 را در طي )(−

6  5  4  3  2  1 iteration  
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 )( 0tψ  

0.001  1.281  21.703 48.545 56.283 651.789 ff xtx −)(  

  )3-1(جدول
   . كه حل مسئله بهينه سازي مربوطه است، نشان داده شده استtu)(گشتاور ورودي نيز ) 3-7(در شكل 
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  . بهينهگشتاور ورودي): 3-7(شكل

∫مقدار بهينه تابع هزينه  +=
3

0

)(0
2
1))(),(( dtRuuQxxtutxJ TT 99/204 براي اين گشتاور ورودي برابر 

مقدار اوليه به بيان ديگر اين مقدار هزينه مينيممي است كه گشتاور ورودي ميتواند سيستم را از . است
00 )( xtx ff به  = xtx   . منتقل كند)(=

  : نكته
 n تبديل به حل n براي يك سيستم غيرخطي از درجه tu)(بدست آوردن سيگنال كنترل بهينه  .1

 معادله ديفرانسيل تنها در شرايط اوليه با هم n گرديد كه اين n4معادله ديفرانسيل خطي از درجه 
 نيز مشخص است ميباشد) 3-39( نظر ديناميك داراي ساختار يكسان كه در رابطه متفاوت بوده و از

بايست در طي باشد، مياز آنجايي كه بهينه بودن سيگنالهاي حالت دليلي براي كراندار بودن آنها نمي .2
لازم به ذكر است كه از شرط . روشهاي تكرار فرض بر كراندار بودن دامنه سيگنالهاي خود بگذاريم

شيتز بودن ديناميك سيستم نميتوان نتيجه گرفت كه در بازه زماني حل معادله ديفرانسيل عادي ليب
 . نداريم(Escape Time)زمان فرار 

],[وابستگي زيادي به طول بازه در سيستمهاي غير خطي  (Iterations)تعداد دفعات تكرار  .3 0 ftt 
بازه اولاً هم ميزان پيچيدگي سيستم از نظر غيرخطي اين علت آن است كه با افزايش طول . دارد

ابد و ثانياً با توجه به اينكه در مراحل اول الگوريتم هنوز  يبودن سيستم به شرايط اوليه افزايش مي
 فاصله زيادي با مقدار دقيق خود دارد در اثر افزايش طول tψ)( هم حالتمقدار شرايط اوليه متغير 

 .خواهد دادثرتر نشان ؤمشكلات عددي خود را مبازه 
 



  
  
  
  

  چهارمفصل 
  خطي سازي فيدبكطراحي كنترل بهينه در روش 

  
  

  براي سازي  فيدبك خطيي مقدمه اي درباره روش كنترلابتدا اين فصل در 
 اين است كه روش خطي قسمت در اين هدف .سيستمهاي غيرخطي بيان ميكنيم

را با توجه به اين ديدگاه تعميم خروجي -حالت و ورودي- وروديدر سازي فيدبك 
دهيم و در ميان مجموعه جوابهاي گوناگوني كه در طراحي خطي سازي فيدبك 

در همين راستا . ارائه ميشود  جواب بهينه را با توجه به معيار مناسبي بدست آوريم
ابتدا الگوريتم پيشنهادي را معرفي ميكنيم و نحوه پياده سازي آنرا مرحله به مرحله 

-در قسمت شبيه ،ان دادن توانايي اين الگوريتم در ادامه نيز در جهت نش.بيان ميكنيم

سازي آن را برروي يك سيستم فيزيكي اعمال ميكنيم و نتايج آن را با الگوريتم 
-همچنين روش ارائه شده را با الگوريتم عددي بهينه.  مقايسه ميكنيمLQR رايج

  . مقايسه ميكنيم  PSO (Particle Swarm Optimization)سازي
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   كنترل حلقه بستهمسئله -4-1
  :زير را در نظر بگيريد) Input Affine(سيستم غير خطي و مستوي

)1-4(  )()()( xuxgxfx +=& 

 نيز ورودي xu)(. باشند ميnR ميدانهاي برداري هموار در ,fg بعدي و n بردار حالت xكه در آن 
را بگونه اي كه تابعي از متغيرهاي حالت است،   كنترليxu)( حال هدف اين است كه. كنترلي اسكالر ميباشد

00مقدار اوليه هر مشاهده ميكنيد، از ) 4- 1(بيابيم كه سيستم را همان طور كه در شكل  )( xtx مبدأ  به  =
)(0(مختصات  =ftx( منتقل كند و تابع هزينه   

)2-4(  ∫Γ=
ft

t

dtuxJ
0

),( 

   .كمينه شود

  
  نمودار انتقال سيستم از شرايط اوليه دلخواه به مبدأ: )4-1(شكل

  نكته
با كنترل حلقه باز مد نظر داشت ماهيت آنچه كه ميبايست به عنوان تفاوت اصلي كنترل حلقه بسته  .1

 بوده و tu)( ورودي سيگنال) در قسمت كنترل حلقه باز(در فصل قبلي .  ميباشدuسيگنال كنترلي 
 xu)( ورودي سيگنال) در قسمت كنترل حلقه بسته(تابعي بر حسب زمان است اما در اين فصل 

 .  استxبوده و تابعي بر حسب متغيرهاي حالت 

آن  و علت ميباشدكنترل حلقه باز اهميت طراحي در حالت كنترل حلقه بسته به مراتب بيشتر از  .2
موضوع پياده  ،است كه در عمل در بسياري از موارد فيدبك كنترلي از متغيرهاي حالت داشتن

يكي ديگر از دلايل مهم ماهيت فيدبك است كه . اده تر و عملي تر ميكندسازي را به مراتب س
 .كندها را فراهم ميامكان تضعيف اختلالها و مقاوم نمودن سيستم نسبت به نامعيني

1x
 

0=fx  
2x  

0x  
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 گذاشته نميشود و آن ftدر كنترل حلقه بسته معمولاً هدف رسيدن به مبدأ بوده و محدوديتي براي  .3
 را دقيقاً ثابت نميكنيم ftاز اين رو در مسائل مطرح شده در اين فصل نيز . اد در نظر ميگيرندرا آز

 .اقدام ميكنيم) 4-2(تابع هزينه بهينه سازي تعريف و و براي رسيدن به رفتاري مطلوب از طريق 

داريم اين است كه ) لقه بازح(يكي از امكانات و توانايي كه در اين قسمت نسبت به قسمت قبلي  .4
 نميشود و تنها (Quadratic)تابع هزينه تنها محدود به يك فرم خاص درجه دو ) 4-2(در رابطه 

 . اين تابع هزينه خواهد بود(Smoothness)محدوديت براي ما هموار بودن 

 كه تابعي از xu)(  كنترليسيگنالقابل تعميم خواهد بود به بدست آوردن  حل اين مسئله براحتي .5
00و حالتهاي سيستم را از مقدار اوليه متغيرهاي حالت است  )( xtx  مقدار نهايي غير صفر  به =

ff xtx اين امر با تغيير متغير . كمينه ميگردد) 4-2( منتقل كند در حاليكه تابع هزينه )(=
))(()( fxtxtx  . مطرح شده امكان پذير ميشود در مسئله→−

 با تغيير 5در اين زمينه نيز كافيست تا همانند نكته .  است(Tracking)و نكته آخر مسئله رديابي  .6
)())()((متغير  txtxtx d−→سيگنال كنترلي  ),,( txxu dبدست آوريم تا حالتهاي اي بگونه 

00سيستم را از مقدار اوليه  )( xtx  را دنبال كند txd)( شروع به حركت كرده و سيگنال دلخواه  =
 .كمينه ميگردد) 4-2(در حاليكه تابع هزينه 

حال قبل از شروع به مسئله بهينه سازي ميبايست مروري بر روشهاي ارائه شده براي كنترل حلقه بسته يك 
مسئله بهينه  ميپردازيم و هاي كنترل غيرخطيدر ابتدا به روش در اين فصل ما .سيستم غيرخطي داشته باشيم

رائه  مرحله به مرحله اهمراه با روندالگوريتمي در جهت بهينه كردن آن روشها سپس . سازي معرفي ميشود
  .ميشود

  
  (Input-State Linearization)حالت- سازي وروديخطي -4-2

  :گيريدسيستم غير خطي و مستوي زير را در نظر ب: تعريف 
)3-4(  uxgxfx )()( +=& 

اين سيستم را قابل .  ميباشندnR ميدانهاي برداري هموار در ,fg بعدي و n بردار حالت xكه در آن 
 و توابع T گوييم اگر تبديل ديفئومورفيسم (Input-State Linearization)حالت -خطي سازي ورودي

)(),( xx αβ موجود باشد به طوري كه n
x RDT )( و :→ xz DTD  حاوي مبدأ باشد و تغيير مختصات =

)(xTz vxxu و كنترل = )()( βα    را بصورت)4-3( سيستم =+
 )4-4(  BvAzz +=& 
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  :درآورد به طوري كه

)5-4(  
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),()(حال مسئله مهم چگونه پيدا كردن  xx αβو T قبل از شروع نياز به تعاريفي از هندسه ديفرانسيل . است
  .ميباشد

  
   ديفرانسيلسههند از تعاريفي -4-2-1

  (Lie Derivative)تعريف مشتق لي
nnفرض كنيد  RRf RRfيك ميدان برداري هموار و:→ n مشتق لي .  يك تابع اسكالر هموار باشد:→

h نسبت به fبصورت زير تعريف ميشود :  
  fhf

x
hhL T

f .)(∇=
∂
∂

= 

 هم f در راستاي hكه به آن مشتق جهتي تعبير نمود  f  در جهت ∇hكه ميتوان آن را به اندازه تصوير 
  :نمود براي مشتقات لي از درجات بالاتر ميتوان از نماد گذاري زير استفاده .گويند

  hLhLL ii fff ≡− )( 1 

   (Lie Bracket)مفهوم كروشه لي
  :سيستم زير را در نظر بگيريد

)6-4(  
2211 )()( uxguxgx +=& 

nكه در آن 
i Rxg Rui و )(∋  ميگويند چون در صورتي كه (driftless)به اين سيستم در اصطلاح .  است∋

است و در نتيجه حالت سيستم در نبود ورودي &x=0 آنگاه iu≡0ها بصورت ورودي نگاه كنيم و iuبه 
  ها بردارهاي ثابتي باشند در نتيجه igحال فرض ميكنيم .  نخواهد داشت(drift)تغييري 

)7-4(  },{ 21 ggspanx∈& 

  : خواهيم داشت) 4- 7(و با توجه به رابطه 
)8-4(  

021210 },,{)(},{)( ttggspantxggspantxif ≥∀∈⇒∈ 

  :را بخوبي نشان ميدهد) 4-8(رابطه ) 4- 2(شكل
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x&  

0x  

1g

2g

},{ 21 ggspan    
  
  
  
  
 

12 وقتي tx)(مسير حركت : )4-2(شكل , ggثابت باشند  

1,2 بردارهاي ثابتي نباشند و ورودي هاي igبردارهاي  حال فرض ميكنيم كه  uuماني  را در بازه هاي ز
  :مختلف بصورت زير تعريف ميكنيم

)9-4(  

[4,3[,1)(,0)()4(
[3,2[,0)(,1)()3(

[2,[,1)(,0)()2(
[,0[,0)(,1)()1(

21

21

21

21

εε
εε

εε
ε

∈−==
∈=−=

∈==
∈==

ttutu
ttutu

ttutu
ttutu

 

)0(0با فرض  =x 1,2رودي هاي  بازه زماني مختلف با و4در ) 4-6(به رابطه  و با توجه uu تعريف شده در 
  :داريم خطيو با تقريب درجه ) 9-4(

 
   در حالت كليtx)(سوي تغييرات : )4-3(شكل

11در بازه زماني اول  gε≅Δ  
))(( دومدر بازه زماني  1

2
22 g

x
gg εε
∂
∂

+≅Δ  

))(( سومه زماني در باز 1
1

13 g
x
gg εε
∂
∂

+−≅Δ  

))()(( چهارمدر بازه زماني  1
2

1
2

24 g
x

gg
x

gg εεε −
∂
∂

+
∂
∂

+−≅Δ  

3x  

4Δ  

3Δ  

2Δ  

)4( εx

)3( εx

)2( εx  

)(εx  

1x  

2x  1Δ

],[ 21
2 ggε  
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)4()(ميتوان به اين نتيجه رسيد كه  به تقريبهاي بالا با توجه 2
1

1
22

4

1
g

x
gg

x
gx

i
i ∂

∂
−

∂
∂

≅Δ= ∑
=

εε . قتي ويعني

)(xgi به xسط  بستگي دارد ميتواند در جهتي جديد كه تو)(],[ 2
1

1
2

21 g
x
gg

x
ggg

∂
∂

−
∂
∂

 مشخص ميشود ≡
}),(){(از فضاي  21 xgxgspanخارج شود  .  

  
  حالت كلي
gfفرض كنيد  gf دو ميدان برداري باشند آنگاه كروشه لي ,   : به صورت زير تعريف ميشود,

)10-4(  gffggf ..],[ ∇−∇= 

در مراجع نماد گذاري ديگري براي كروشه لي . دان برداري خود نيز ميدان برداري استكروشه لي دو مي
  :سازد كه امكان تكرار نمودن آنرا فراهم ميوجود دارد

  
gadgadf

gadgf

ii ff

f

=

=

− ],[

],[

1

 

  ]24[ برخي خواص كروشه لي
 (Skew Symmetric)خاصيت ضد جابجايي  .1

)11-4(  ],[],[ fggf −= 

   (Jacobi Identity) اتحاد ژاكوبي .2
)12-4(  0]],[,[]],[,[]],[,[ =++ gfhfhghgf 

  (Chain Rule)خاصيت زنجيره اي  .3
)13-4(  fxLxgxLxgfxxgxfx ff ))()(())()((],)[()(])(,)([ αββαβαβα −+= 

  :حال باز ميگرديم به مسئله خطي سازي

فرض كنيد 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==

)(

)(
)(

)( 2

1

xT

xT
xT

xTz

n

M
),()(و توابع    xx αβ موجود باشند بطوري كه vxxxu )()()( βα += 

uxgxfxمعادلات  )()( BvAzz را به فرم &=+ معرفي ) 4-5(  در رابطه ,AB در آورد كه پارامترهاي &=+
  :خواهيم داشت) 4-5(با توجه به رابطه درنتيجه . شده اند
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)14-4(  
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  :از جانب ديگر داريم

)15-4(  
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xTz)( ديفئومورفيسم برايميتوان شرط لازم و كافي ) 3-15(و ) 3- 14(از تساوي روابط    : را بدست آورد=

)16-4(  
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  :را ميتوان به صورت ساده تري نيز نوشت) 4-15(و ) 4-16(روابط 

)17-4(  
0

0

1

2 111
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fgfgg L
 

)18-4(  
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1)(براي ) 4-17(اگر معادلات  xTجواب داشته باشد آنگاه مسئله خطي سازي فيدبك حل شده است .  
   

  ]24[ چند تعريف
}يك مجموعه از ميدانهاي برداري بصورت  .1 }kff ,,1L  رويnR را يك توزيع  (Distribution) 

 .ميگويند

}يك توزيع مستقل خطي  .2 }kff ,,1L را روي nR را كاملاً انتگرال پذير (Completely Integrable) 
kn اگر و فقط اگر  گويند  : موجود باشد بطوريكهxhi)( تابع اسكالر و مستقل خطي−
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kj
kni

fhhL jiif j

,,2,1
,,2,1

0.

L

L

=
−=

=∇=

 

          
}توزيع مستقل خطي  .3 }kff ,,1L را Involutive توابع اسكالر  ميگوييم اگر و تنها اگرRRn

ij →:α 
 :موجود باشد به نحوي كه

)19-4(  

kji

fxxff p

k

p
ijpji

,,2,1,

)()](,[
1

L=∀

=∑
=

α
 

}معادل اين است كه ) 4-19(رابطه    } { }],[,,,,,,, 2121 jikk fffffRankfffRank LL =.  
  
  (Frobenius Theorem) ضيه فروبنيوسق

}توزيع مستقل خطي  }kff ,,1L روي nR كاملاً انتگرال پذير (Completely Integrable) ط اگر فق است اگر و
Involutive24[  باشد[.  

  
  قضيه خطي سازي فيدبك -4-2-2

uxgxfxسيستم غير خطي و مستوي )()( اين سيستم قابل خطي سازي ورودي . را در نظر بگيريد&=+
  : موجود باشد بطوريكهΩحالت ميباشد اگر و تنها اگر يك ناحيه 

}توزيع  .1 }gadgadg nff 1,,, −L در Ωمستقل خطي باشد . 

}توزيع  .2 }gadgadg nff 2,,, −L در Ω  Involutive24[  باشد[. 

  نكته
GutFxtxدر حالت خطي  +=   :گردندبه صورت زير مي شروط قضيه خطي سازي فيدبك &)()(

nGFFGGRank شرط اول به .1 n =− ][ 1Lتبديل ميشود كه همان شرط كنتري پذيري است . 

 ثابت بوده و مشتق لي هر دو بردار Gبردار و Fشرط دوم همواره برقرار است زيرا ماتريسهاي  .2
  .ثابت صفر خواهد بود

  
  حالت-روند انجام خطي سازي ورودي -4-2-3

} بردارهاي )4-3(با توجه به معادله  .1 } 1

0

−=

=

ni

if
gad i محاسبه ميشود. 
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 . قضيه خطي سازي فيدبك چك ميشود2 و1شرطهاي  .2

1)(ابطهراگر شرايط برقرار بود  .3 xT  بدست مياوريم) 4- 17(از را. 

4. )(),( xx αβ حساب كرده و سيگنال كنترلي )4- 18( را از رابطه uرا بدست مياوريم .  

  
  حالت-ديسازي ورواي سيستم كنترل حلقه بسته در خطي نمودار جعبه:)4-4(شكل

  .را نشان ميدهد حلقه بسته آن كنترل كنندهبهمراه سازي دياگرام الگوريتم خطي) 4-4(شكل 
به فضاي  )4-3(در  xو انتقال آن از فضاي غير خطي  آنبا خطي سازي مسئله پايداري در سيستم حال 

xTz)(سم به كمك ديفئومورفي) 4- 4(در  zخطي   براحتي قابل بررسي و دستيابي است منوط به طراحي =
vبه صورت   
)20-4(  Kev −= 

)( است و همه قطبهاي ماتريس nR يك بردار متعلق به Kبه طوري كه  BKA− در نيمه سمت چپ 
 با شرط ذكر شده در مورد) 4-4(در سيستم ) 4-20( كنترل كنندهبا اينكه طراحي . صفحه مختلط قرار گيرد

)(ماتريس  BKA− رفتاري مطلوب در سيستم ازتضمين ميكند اما هرگز نميتوان را ) 4-3( پايداري سيستم 
 LQR به عنوان مثال هدف در طراحي. نتيجه گرفترا مستقيماً  )4-3(رفتاري مطلوب در سيستم ) 4-4(

  است بطوري كه تابع هزينه ) 4-4(براي سيستم ) 4-20( در رابطه Kبراي سيستمهاي خطي، تعيين 

)21-4(  ∫
∞

+=
0

2 )( dtvzQzJ T
z 

- 3(اما آنچه كه براي ما مهم ميباشد رفتار سيستم .  مثبت معين است×nn ماتريس Qبهينه گردد كه در آن 
 مجازي بوده در حالي كه سيستم حقيقي و فيزيكي ما سيستم متغيريك ) 4-4( در سيستم zاست زيرا ) 4
 نيز در جهت تأكيد مجدد بر اين امر است zبا انديس ) 4-21(علت نامگذاري تابع هزينه در . است) 3-4(

 كردن اين تابع هزينه است لزوماً رفتار مناسب سيستم در فضاي حقيقي كمينه كه در جهت LQRكه طراحي 
xمنجر به بهينه كردن تابع هزينه ) 4- 21(به بيان ديگر بهينه كردن .  را نتيجه نميدهد  

dx  dz
 

e

_ 

Pole-Placement loop 

v  

Linearization loop 

zx )(xTz =
 

u
vxx )()( βα +

 

)()()( xuxgxfx +=&
 

K  )(xTz =
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)22-4(  ∫
∞

+=
0

2 )( dtuQxxJ T
x 

 كنيم كمينه) 4-3(را تحت محدوديت ديناميكي ) 4-22(در اين قسمت قصد داريم كه تابع هزينه . نميگردد
به بيان ديگر با استفاده از . بدست ميايد) 4-18(در ) 4-20(در حالي كه سيگنال كنترلي ما از قرار دادن رابطه 

بگونه اي بدست ) 4- 20( را در Kو ضريب را خطي كرده ) 4-3(روش خطي سازي فيدبك سيستم 
  .  مقايسه ميكنيمLQR رايجبا روش را را تضمين نمايد و نتايج ) 4-22(مياوريم تا بهينه بودن رابطه 

  نكته
راه حل ارائه شده در اين قسمت محدود به فرم تابع هزينه كه در اين جا از نوع درجه دو است  •

از سيستم بود توان با تعريف مناسب تر توابع هزينه ديگر به دنبال رفتارهاي ديگري نخواهد بود و مي
شيتز -تنها محدوديت ما هموار بودن تابع هزينه و ليپ.  موضوع پرداخته ميشودكه در ادامه به اين

(Lipschitz) بودن gf   ). ميدهدشيتز بودن يكتايي جواب را نتيجه ليپ(است ) 4-3( در ,
  
  ]32 [الگوريتم بهينه سازي -4-3

ميك سيستم و با در نظر گرفتن دينا) 4-18(در ) 4-20( از طريق قرار دادن رابطه uبا يافتن سيگنال كنترلي 
  :خواهيم داشت) 4-3(در 

)23-4(  ),( KxFx =& 

]كه در آن  ]nkkkK L21=حال تابع .  ما را در بر داردكنترل كنندهت كه ضرايب ثابت  برداري اس
  :هزينه در حالت كلي زير را در نظر بگيريد

)24-4(  ∫Γ=
fT

dtKxJ
0

),( 

فرض ميكنيم كه مقدار اوليه . R به nR2 تابعي است از Γكه در آن 
00 )(

=
=

t
txxهدف پيدا .  معلوم باشد

  . بهينه گردد) 4-24( در J است بنحوي كه تابع هزينه Kكردن ضريب ثابت 
  نكته
 ميشدبهينه  ضريب ثابت نبود و با زمان تغيير ميكرد مسئله تبديل به يك مسئله معمول كنترل Kاگر  •

اما اكنون محدوديت ثابت بودن اين ضرايب اين مسئله . كه قبلاً در فصل دوم به آن پرداخته شده بود
   .را چالش انگيزتر ميكند

  : را بصورت زير تعريف ميكنيمnx+1متغير جديد 
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)25-4(  ∫Γ=+

t

n dKxtx
0

1 )),(()( ττ 

1)0(0 بديهي است كه) 4- 25(با توجه به رابطه  =+nx و JTx fn =+  همان تابع هزينه در رابطه J كه 1)(
fTtبراي ) 4- 25(بعلاوه با توجه به .  شودكمينهاست كه قرار است ) 23-4(   : داريم0>>
)26-4(  )),(()(1 Ktxtxn Γ=+& 

  :واهيم داشتخ) 4- 26(و ) 4-23(از تركيب 
)27-4(  )),(()( KtXHtX =& 

  : و به صورت زير تعريف ميشودnR+1 برداري متعلق به tX)(كه در آن 

)28-4(  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

+ )(
)(

)(
1 tx
tx

tX
n

 

),(و  KXH 12( تابعي است از( +nR 1 به+nRكه به صورت زير تعريف ميشود :  

)29-4(  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Γ

=
Ktx
KtxF

KtXH
),((

)),((
)),(( 

⎥شرط اوليه ) 4-27(حال براي معادله ديفرانسيل 
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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0
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tx
X زمان نهايي  وfTبا تعاريفي كه .  را داريم

با شرط ) 4-27(كه در معادله ديفرانسيل عادي انجام شد ميتوان مسئله بهينه سازي را به اينگونه معرفي نمود 

⎥اوليه 
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tx
X ،K را بگونه اي بيابيم تا JTx fn =+   . شودكمينه 1)(

   بصورتWبراي رسيدن به جواب ماتريس 
)30-4(  
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nnRWكه در آن  تعريف كنيدرا  ×+∈   : و داراي فرم زير است)1(
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  : داريمKنسبت به ) 4-27(حال با مشتق گرفتن طرفين رابطه 
)32-4(  
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عوض ) 4-32( را در رابطه Kان و و اينكه ميتوان جاي مشتقگيري نسبت به زم) 4- 30(با توجه به تعريف 

W(نمود 
dt
d

K
X

dt
d

K
X

=
∂
∂

=
∂
∂ )(
  :خواهيم داشت) &

)33-4(  
K

KXHW
X

KXHW
∂

∂
+×

∂
∂

=
),(),(& 

  :نكات مهم وجود دارد كه ميبايست مدنظر داشت) 4- 33(در مورد معادله 
 نكته

را ) 4- 33(ه بيان ديگر معادله ب. يك معادله ديفرانسيل ماتريسي است) 4-33(معادله ديفرانسيلي  .1
 در نظر گرفت كه هر كداميك از اين معادلات n+1 معادله ديفرانسيل از درجه nتوان بصورت مي

 .را شامل ميشود) 4-33( يك ستون معادله ماتريسي n+1ديفرانسيل درجه 

)0(0) 4-33(عادله ديفرانسيل ماتريسي شرط اوليه براي م .2 =W است زيرا متغير )(tX در زمان 
00 =t همان طور كه در قبل نيز بيان شد مستقل از K تغييرات پارامتر چون ميباشد K تأثيري 

 .  در لحظه ابتدايي نخواهد گذاشتtX)(ير حالت بروي متغ

بود اين است كه سطر آخر ) 4- 30( در رابطه Wنكته آخر كه هدف اصلي ما از تعريف ماتريس  .3
به بيان .  را نشان ميدهدK نسبت به پارامتر Jام گراديان تابع هزينه n+1 يعني سطر Wماتريس 

 دنبال كنيم و اين Wديگر تغييرات رفتاري تابع هزينه خود را ميتوانيم از طريق سطر آخر ماتريس 
  .نكته اصلي الگوريتم ارائه شده در اين فصل است

بطور مثال  (Kه در بالا گفته شد ميتوانيم براي شروع از مقدار اوليه مناسبي براي با توجه به نكاتي ك
lqrKK )  بدست ميايدMatlab در برنامه lqr برداري است كه براحتي با استفاده از دستور lqrK كه در آن 0=

)(جا بدين معني است كه مقادير ويژه ماتريس مناسب در اين. استفاده كنيم 0BKA− تماماً در سمت چپ 
 iK ميتوانيم با الهام گرفتن از روش كاهشي گراديان مقدار پارامتر سپس. محور اعداد مختلط قرار داشته باشد

  :را بدين گونه بهبود بخشيد
)34-4(  n

iii WKK μ−=+1 

nكه در آن 
iW آخرين سطر ماتريس W در زمان fT است و ماتريس μ يك ماتريس مثبت معين ميباشد كه 

  . تنظيم كنيمKبه كمك آن ميتوانيم طول و همچنين جهت گامهاي خود را در يافتن ضريب 
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  حالت- سازي وروديخطي روند مرحله به مرحله الگوريتم بهينه سازي -4-3-1
 انتخاب ميكنيم به طوري كه مقادير ويژه ماتريس K مقدار اوليه دلخواهي براي ضريب :مرحله اول •

)( 0BKA−قرار داشته باشد تماماً در سمت چپ محور اعداد مختلط . 

⎥را با شرايط اوليه ) 4- 23(و ) 4-33( معادلات ديفرانسيل :مرحله دوم •
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
)(

0

tx
X 0(0 و( =W 

)1( و tX)( مجهول n+1اين معادلات شامل . بطور همزمان حل ميكنيم +nnمجهول  W ميباشد 
)1() 4-33( معادله و در رابطه n+1) 4-23(و از جانب ديگر در رابطه  +nnدر .  معادله داريم

)1(2نتيجه داراي يك دستگاه +n 1(2 معادله ديفرانسيل و( +nمجهول هستيم . 

 پس از حل معادلات ديفرانسيلي عادي بالا با استفاده از اطلاعات بدست آمده در زمان  :حله سوممر •
fT ضريب ) 4- 34( و از طريق رابطهKمورد نظر را بهبود ميبخشيم . 

  
  :بايست نكات زير را در نظر داشتدر مراحل الگوريتم بالا مي

  نكته
در مثالهاي .  نيز خواهيم داشتiJ بدست مي آوريم در مقابل يك iK هر دفعه تكرار كه يك  در .1

ماتريس ) 4- 34( به اين صورت است كه در رابطه iKشبيه سازي ارائه شده روند بهبود ضرايب 
μاي انتخاب ميشود كه دنباله متناظر اعداد  بگونه iJشيتز -  نزولي باشد كه با توجه به فرض ليب

فراهم Kنسبت به ضريب ) 4-22(كه امكان تقريب خطي را براي تابع هزينه ) 4-23(بودن معادله 
 . استتضمين شده  هموارهμميكند وجود ماتريس 

),( يك تابع هزينه مناسب بصورتي كه همواره براي .2 KxΓ مثبت باشد ميتوان همگرايي الگوريتم را 
تضمين نمود به اين علت كه اگر دنباله اي داراي كران پايين بوده و همواره نيز نزولي باشد همگرا 

 .خواهد بود

 در طول مراحل بالا بدرستي انتخاب μ و ماتريس 0Kبا توجه به اينكه فرض بر اين است كه  .3
پايدار بوده و مسئله اي كه در ابتداي اين فصل به ) 4-3(ميشود به اين نتيجه ميرسيم كه سيستم 

00عنوان كنترل حلقه بسته مطرح شد كه سيستم از هر مقدار اوليه  )( xtx  به مبدأ مختصات  =
)0)( =ftx (منتقل گردد برآورده ميشود. 
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   مثال عددي و شبيه سازي -4-3-2
  .  الگوريتم ارائه شده را نشان ميدهيمتواناييدر اين قسمت با يك مثال عددي از يك سيستم فيزيكي 

 است را در نظر (Flexible-Joint Link)مجدداً سيستم مكانيكي فصل قبل را كه تك بازوي قابل انعطاف 
  :  مدل ميشود زير4رفتار اين سيستم مكانيكي با معادلات ديفرانسيل عادي از درجه )). 3-5(شكل (بگيريد 

)35-4(  )()()( xuxgxfx +=& 
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dcbaكه پارامترهاي  فصل ) 3-34(ر بدست ميايد كه روابط آن در رابطه  از شرايط فيزيكي بازوي موردنظ,,,
سيستم فيزيكي مربوطه در حالت بدون ورودي داراي ) 4-35(با توجه به به رابطه . قبل نشان داده شده است

تم  ميباشد به همين دليل انتظار ميرود كه بتوان بوسيله سيگنال كنترلي با انرژي محدود سيسx=0نقطه تعادل 
  . را از هر شرط اوليه دلخواه به مبدأ مختصات انتقال دهيم

  :را چك كنيم قضيه خطي سازي فيدبكحال براي بررسي  امكان خطي سازي سيستم ميبايست دو شرط 

)37-4(  
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][براحتي ميتوان نتيجه گرفت كه ماتريس ) 4-37(با توجه به روابط  32 gadgadgadg fff  
از طرف ديگر از آنجايي كه مجموعه بردارهاي  .  داراي رتبه كامل است∋4Rxبراي تمام 

{ }gadgadg ff
درنتيجه . بودن برقرار خواهد بود Involutive شرط 4R ثابت ميباشند براي كل فضاي 2

خطي سازي در صورت سرتاسري ارضاء شده و سيستم قابل قضيه خطي سازي فيدبك آن هم بهر دو شرط 
1)(حتماً جوابي براي ) 4-17(به بيان ديگر معادله . ميباشد 4Rكل فضاي  xTحال با بسط .  خواهد داشت

1)( براي لازميميتوان روابط ) 4-17(رابطه  xT  به شرح زير استبدست آورد كه را. 
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)38-4(  
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)()(به اين نتيجه ميرسيم كه ) 4-38(در نهايت با توجه به روابط  111 xTxT  تنها 1Tبه بيان ديگر تابع . =
1)0(0با توجه به اينكه ميبايست . است1xتابعي از متغير  =T 1 باشدT را در ساده ترين حالت ممكن يعني 

111 )( xxT )(0از جانب ديگر شرط .  در نظر ميگيريم= 113 ≠xTLL
fgحال با قرار دادن .  نيز برقرار است

Kzvرابطه    :داريم) 4-18( در =−

)39-4(  
)(

)(

)(
)(

11
3

11
4

4

1

11
1

11

xTLL

xTLzk

xTLL
xTLv

u
fg

f
i

ii

n
fg

n
f

−−
=

−
=

∑
=

− 

xTz)(با توجه به ديفئومورفيسم    :داريم) 4- 16( و رابطه =
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هدف . ريم بدست مي آوK و x را بصورت تابعي از uسيگنال كنترلي ) 4- 39(در ) 4-40(با جايگذاري 
  است تا تابع هزينه Kسازي پيدا كردن بهينه

)41-4(  ∫
∞

+=
0

2 )],([)( dtKxuQxxKJ T 

  . گرددكمينه) 4-36(و ) 4-35( و تحت محدوديت ديناميكي Qبراي ماتريس ثابت و مثبت معين 
  

  نكته
)(ريس براي تضمين پايداري ميبايست مقادير ويژه مات .1 BKA− تماماً در سمت چپ محور اعداد 

 حاصل بهينه Kمختلط قرار داشته باشد كه بدين منظور محدوديت در دامنه جستجو ما براي 
  : بصورت زير فرمول بندي ميشودRouth-Hurwitzميشود كه به كمك جدول 

)42-4(  
4,3,2,1,0

0)( 1
2
4

2
2234

=>
>+−

ik
kkkkkk

i

 



 48

ميتوان تعاريف زير را انجام ) 4-24(و ) 4-23(توجه به الگوريتم بهينه سازي ارائه شده و روابط با  .2
  :داد

)43-4(  
),(),(

),()()(),(
2 KxuQxxKx

KxuxgxfKxF
T +=Γ

+=
 

),()(كه در آن  xfxg 0(داده شده و براي نتايج شبيه سازي ) 4-36( در رابطه( >= ββ IQ در 
  .نظر گرفته شده است

لزومي ) 4-41(ه ديگري كه يك بار ديگر به آن اشاره ميشود اين است كه تابع هزينه در رابطه نكت .3
ندارد كه حتماً بصورت درجه دو تعريف شود و هر تابع هموار ديگري نيز قابل قبول است علت 

 LQRانتخاب تابع هزينه بصورت درجه دو در اينجا امكان مقايسه الگوريتم ارائه شده با الگوريتم 
 است

IQنتايج عددي شبيه سازي در حالي بدست آمده است كه در تابع هزينه ماتريس  همچنين شرط .  است=3
)) 4-35(اوليه براي معادله  )Tx 2.01.07.010  I002.0=μ و ماتريس گام در الگوريتم گراديان =

abcdپارامترهاي فيزيكي . است  تخمين زده شده 5,5.0,1.0,1 با توجه به معيارهاي فيزيكي به ترتيب ,,,
همچنين از . را برآورده سازد) 4-42( نيز مقدار دلخواه است بطوري كه شرط 0Kمقدار اوليه براي . است

 پاياني شبيه سازي استفاده شده  به عنوان زمانfT=40 از عملي نيست) 4-41( در رابطه ∞آنجايي كه 
  .شكلهاي زير نتايج عددي را نشان ميدهد. است

  
  گيري بردار گراديان آن و اندازهJتغييرات تابع هزينه : )4-5(شكل
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دازه بردار گراديان اين تابع هزينه يعني  و انxJتغييرات تابع هزينه ) 4-5(شكل 
K
J x

∂
 را نسبت به دفعات ∂

 مرحله اندازه بردار گراديان تابع هزينه به اندازه كافي كوچك شده 52در طول حدوداً . تكرار نشان ميدهد
]. است كه ميتوان الگوريتم را متوقف كرد ]934.3,677.8,722.20,806.13=optK نندهكنترل ك بهينه ضريب 

براي مقايسه اين نتيجه با .  استoptJ=83.188 برابر xJ تابع هزينه كمينهمورد نظر ميباشد كه توسط آن 
 يكسان بردار ضريب β براي تابع هزينه مشابه با Matlab در lqr با استفاده از دستور LQR  رايج الگوريتم

] ل كنندهكنتر ]921.3,189.6,943.4,732.1=LQRKتابع هزينه . را بدست مي آيدxJ براي LQRK برابر 
8.1630=LQRJ است كه اين نشان ميدهد كه الگوريتم ارائه شده توانسته است نتايج بدست آمده از 

امر نشئت ميگيرد كه الگوريتم اين اين تفاوت فاحش از .بخشد برابر بهبود 9 را تا LQRالگوريتم كلاسيك 
LQR تنها به بهبود تابع هزينه در فضاي مجازي z نگاه ميكند و اين موضوع نميتواند رفتار مناسب سيستم 

 بسته و سيگنال كنترلي مربوطه حلقهسيستم پاسخ زماني  . تضمين نمايدxرا در فضاي حقيقي و فيزيكي 
  .آورده شده است) 4- 7(و ) 4-6(براي دو روش طراحي ذكر شده در شكلهاي 

  
 LQR كنترل كننده (b) پيشنهادي و كنترل كننده (a)نمودار پاسخ زماني سيستم حلقه بسته با : )4-6(شكل

 از طريق الگوريتم ترل كنندهكنحلقه بسته را در حالتي كه ضريب سيستم نمودار پاسخ زماني ) 4-6(شكل 
نمودار پاسخ زماني حلقه بسته سيستم ) b -6-4(ارائه شده بدست آمده نشان ميدهد و در مقابل در شكل 

با مقايسه اين دو براحتي ميتوان دريافت كه دامنه .  را ميتوان مشاهده كردLQRK كنترل كنندهبراي ضريب 
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 نيز صادق uاين وضعيت براي سيگنال كنترلي . ا تا چندين برابر بهبود يافته استتغييرات متغيرهاي حالت م
  . است

 بدست آمده از الگوريتم كنترل كنندهبترتيب نمودار سيگنال كنترلي براي ضريب ) b-7 -4(و ) a-7-4(شكل 
  . را نشان ميدهدLQRKارائه شده و 

  
  LQRروش  (b)روش پيشنهادي و  (a)نمودار سيگنال كنترلي بهينه به : )4-7(شكل

  

  وابستگي به مقدار اوليه سيستم -4-3-3
 بدون وابستگي به شرايط اوليه سيستم يعني LQRKدر سيستهاي خطي جواب بهينه  LQRدر الگوريتم 

)0(0 xx يستمهاي غيرخطي همان گونه كه در الگوريتم ارائه شده نيز قابل  بدست ميايد حال آنكه براي س=
با اين شرايط ذكر شده، براي بدست . مشاهده است جواب بهينه سيستم مستقل از شرايط اوليه نخواهد بود

آوردن جواب بهينه در يك سيستم غيرخطي حتماً ميبايست شرط اوليه سيستم را بدانيم و آنگاه به دنبال 
اين موضوع در عمل نه تنها امري دشوار است بلكه حتي در بسياري از موارد غير ممكن . برويمجواب بهينه 

به همين دليل در اين قسمت قصد داريم تا اين وابستگي . خواهد بود زيرا شرايط اوليه سيستم نامعلوم ميباشد
 بهينه براي يك  كنندهكنترلكه اگرچه طراحي اين بررسي ها نشان خواهد داد . را مورد بررسي قرار دهيم

يتواند يك انتخاب شرط اوليه مشخص، با تغيير آن شرط اوليه ديگر بطور مطلق بهينه نيست اما همچنان م
  . عمل كندLQRخوب باقي بماند وبسيار بهتر از 
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% 50 بهينه خود را براي مقدار اوليه نامي طراحي ميكنيم و سپس شرط اوليه را كنندهدر اين قسمت ابتدا كنترل
 بهينه آن كنندهحول مقدار نامي آن تغيير داده و رفتار سيستم را با حالتي كه براي هر شرط اوليه جديد  كنترل

 طراحي شده براي شرط اوليه كنندهنتايج بدست آمده نشان ميدهد كه كنترل. بدست آمده است مقايسه ميكنيم
، از نظر رفتار مطلوب داشتن، تنها درصد كمي با نامي در حالتي كه شرط اوليه ما برابر مقدار نامي خود نيست

اين تحقيق مقاوم بودن الگوريتم ما را نسبت به شرايط . بهينه آن شرط اوليه خاص متفاوت است كنندهكنترل
  . دهد اوليه در اين مثال نشان مي

 تغييرات تابع  اين شكلها(a)در قسمت . نتايج بيان شده در بالا را نشان ميدهد) 4- 11(تا ) 4-8(شكلهاي 
4هزينه نسبت به درصد تغييرات شرط اوليه 

10 =
Δ

iix در الگوريتم LQRدر نمودار .   نشان داده شده است
 كنندهكنترل اين شكلها تغييرات تابع هزينه نسبت به درصد تغييرات شرط اوليه براي (b)مياني، در قسمت 

ليه، نشان داده شده است و با توجه به نزديكي دو نمودار رسم شده بهينه براي هر شرط او كنندهكنترلنامي و 
 درصد اختلاف بين دو نمودار نامي و (c)، در جهت بهتر توصيف شدن اختلاف، در قسمت (b)در قسمت 

بهينه نسبت به مقدار بهينه يعني 
opt

optnom

J
JJ   .  براي تغييرات شرط اوليه نشان داده شده است−

  
امي و  روش پيشنهادي در دو حالت نLQR ،(b) (a) در روش نمودار تغييرات تابع هزينه نسبت به درصد تغييرات درايه اول مفدار اوليه: )4-8(شكل

:   درصد اختلاف بين دو نمودار نامي و بهينه نسبت به مقدار بهينه(c)بهينه در هر نقطه، 
opt

optnom

J
JJ −
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به بيان ديگر . حول مقدار نامي است% 50  يه اول مقدار اوليه سيستم در بازهشامل تغييرات درا) 4- 8(شكل 
]ميتوان شرط اوليه را به صورت  ]nomnomnomnom xxxxxx 04030201010 Δ+=Δالگوريتم ارائه شده در .  نشان داد

ينه  بهكننده نامي و كنترلكنندهتفاوت ما بين كنترل.  عمل ميكندLQR برابر بهتر از الگوريتم 4اين بازه حداقل 
  .ميرسد% 6در اين بازه ماكزيمم به 

به بيان ديگر . حول مقدار نامي است% 50  شامل تغييرات درايه دوم مقدار اوليه سيستم در بازه) 4-9(شكل 
]ميتوان شرط اوليه را به صورت  ]nomnomnomnom xxxxxx 04030202010 Δ+=Δالگوريتم ارائه شده .  نشان داد

 كنندهكنترلنامي و  كنندهكنترلتفاوت ما بين .  عمل ميكندLQRم  برابر بهتر از الگوريت6در اين بازه حداقل 
  .ميرسد% 1بهينه در اين بازه ماكزيمم به 

  
امي و  روش پيشنهادي در دو حالت نLQR ،(b) (a)نمودار تغييرات تابع هزينه نسبت به درصد تغييرات درايه دوم مفدار اوليه در روش : )4-9(شكل

: رصد اختلاف بين دو نمودار نامي و بهينه نسبت به مقدار بهينه  د(c)بهينه در هر نقطه، 
opt

optnom

J
JJ −

  

به بيان ديگر . حول مقدار نامي است% 50  شامل تغييرات درايه سوم مقدار اوليه سيستم در بازه) 4-10(شكل 
]ميتوان شرط اوليه را به صورت  ]nomnomnomnom xxxxxx 04030302010 Δ+=Δالگوريتم ارائه شده .  نشان داد

تفاوت ما بين كنترلر نامي و كنترلر بهينه در .  عمل ميكندLQR برابر بهتر از الگوريتم 8در اين بازه حداقل 
  .ميرسد% 4/0اين بازه ماكزيمم به 

ديگر به بيان . حول مقدار نامي است% 50  شامل تغييرات درايه اول مقدار اوليه سيستم در بازه) 4-11(شكل 
]ميتوان شرط اوليه را به صورت  ]04040302010 xxxxxx nomnomnomnom Δ+=Δالگوريتم ارائه شده در . نشان داد
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تفاوت ما بين كنترلر نامي و كنترلر بهينه در اين .  عمل ميكندLQR برابر بهتر از الگوريتم 9اين بازه حداقل 
  .ميرسد% 2/0بازه ماكزيمم به 

  
امي و  روش پيشنهادي در دو حالت نLQR ،(b) (a) نسبت به درصد تغييرات درايه سوم مفدار اوليه در روش نمودار تغييرات تابع هزينه: )4-10(شكل

:   درصد اختلاف بين دو نمودار نامي و بهينه نسبت به مقدار بهينه(c)بهينه در هر نقطه، 
opt

optnom

J
JJ −

  

  
امي  روش پيشنهادي در دو حالت نLQR ،(b) (a)ييرات درايه چهارم مفدار اوليه در روش نمودار تغييرات تابع هزينه نسبت به درصد تغ: )4-11(شكل

:   درصد اختلاف بين دو نمودار نامي و بهينه نسبت به مقدار بهينه(c)و بهينه در هر نقطه، 
opt

optnom

J
JJ −

  



مقايسه با الگوريتمهاي عددي -4-4
 Particleائه شده را با يكي از متداولترين روشهاي عددي به نام در اين قسمت قصد داريم تا الگوريتم ار

Swarm Optimizationدر اين راستا در .  كه از عملكرد بالايي نيز برخوردار است، مقايسه اي انجام دهيم
  .]35 [ابتدا بصورت مختصر به مقدمه اي از اين الگوريتم عددي ونحوه بهينه سازي آن اشاره ميكنيم

4-4-1- PSO  
  : را مي توان از نظر معادلات حاكم بر ذرات آن به دو دسته تقسيم كردPSOالگوريتم 

  با وزن اينرسيPSOالگوريتم  .1

  با فاكتور انقباضPSOالگوريتم  .2

  
   با وزن اينرسيPSO الگوريتم -1

  :باشدمعادلات حاكم بر هر ذره در اين روش به صورت زير مي

)44-4(  1 1 2 2

min max

( 1) . ( ) . .( ( )) . .( ( ))

; 1, ,
id did id best id best id

d id d

v t w v t c rand p x t c rand g x t

v v v i n

+ = + − + −

≤ ≤ = K

min max

( 1) ( ) ( 1)
; 1, ,

id id id

d id d

x t x t v t

 

)45-4(  
x x x i

+ = + +
≤ ≤ = K n

 

نشان داده ) 4- 12(باشند، در شكل  بعدي مي2دياگرام برداري مربوط به روابط بالا براي حالتي كه ذرات 
  .شده است

  

( )idv t  

( 1)idv t +  

( 1)idx t +  

idbestp  

dbestg  

( )idx t x 

y 

   
  در حالت دو بعدي) 4-45(و) 4-44(دياگرام برداري معادلات ) 4-12(شكل

  

 54



 55

 nباشد و  هر ذره مي(dimension) امين بعدd نشان دهنده dامين ذره است و انديس  iه  نشان دهندiانديس 
  .نيز برابر با تعداد ذرات است

  
   با فاكتور انقباضPSO الگوريتم -2

  :باشدمعادلات حاكم بر هر ذره در اين روش به صورت زير مي

)46-4(  

1 1 2 2

1 22

min max

( 1) [ ( ) . .( ( )) . .( ( ))]

2 , 4
2 4

we set 4.1 0.729
; 1, ,

id did id best id best id

d id d

v t k v t c rand p x t c rand g x t

k c c

k
v v v i n

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ

+ = + − + −

= ∋ = + >
− − −

= ⇒ =
≤ ≤ = K

 

)47-4(  
min max

( 1) ( ) ( 1)
; 1, ,

id id id

d id d

x t x t v t
x x x i n

+ = + +
≤ ≤ = K

 

)(txid مختصات i امين ذره از بعد d در تكرار  tباشد، به همين ترتيب ام مي)(tvid سرعت  i امين ذره از
، فاكتور انقباض )4-46(رابطه  در k. باشدوزن اينرسي مي) 4-44( در رابطه w. ام استt  در تكرار dبعد 

 نيز يك مقدار تصادفي با توزيع يكنواخت rand. باشندهاي شتاب مي در روابط بالا ثابت2c و 1cاست و 
. بين صفر و يك است

idbestp بهترين مختصات ذره i  عدام از ب d تا تكرارt به همين ترتيب به . باشدام مي
بهترين 

idbestp ذرات تا تكرار  t ام نيزbestdgمنظور از بهترين مختصات، مختصات با كمترين . شود گفته مي
  .باشدمقدار تابع هزينه مي

  
  روش بهينه سازي -4-4-2

) 4-13(شكلهمان طور كه از فلوچارت .  نشان داده شده است)4-1( در فلوچارت PSOالگوريتم كلي 
شوند شود، ابتدا سرعت و مختصات اوليه ذرات به صورت تصادفي در ناحيه جستجو تعيين ميمشاهده مي

. گرددگذاريم، تعيين ميهايي كه براي سرعت و موقعيت ذرات ميكه ناحيه فوق، با توجه به محدوديت
شود و اگر ميزان تابع هزينه هر ذره از ميزان تابع هزينه در ن تابع هزينه حساب ميسپس براي همه ذرات ميزا

bestp مربوط به آن ذره كمتر باشد، مختصات جديد در bestpواضح است كه در لحظه اول (گيرد  قرار مي
 در bestg را به عنوان bestpبهترين ). شود آن ذره نيز محسوب ميbestpمختصات تصادفي هر ذره به عنوان 

و ) در روش با وزن اينرسي) (4- 45(و) 4- 44(حال مختصات جديد ذرات را طبق معادلات . گيريمنظر مي
 بالا را به تعداد ماكزيمم حال مراحل. آوريمبدست مي) در روش با فاكتور انقباض) (4- 47(و ) 46-4(
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. دهيم متوالي از يك مقدار بسيار كوچكي كمتر باشد، انجام ميbestgاي كه اختلاف دو تكرارها يا به اندازه
  .باشدكنيد روش بهينه سازي فوق با حجم كد بسيار كمي قابل پياده سازي ميهمان طور كه مشاهده مي

  
  PSOمربوط به روش بهينه سازي فلوچارت ) 4-13(شكل 

  

  wانتخاب وزن اينرسي  -4-4-3

كردن ذره در  نيز باعث گيرwشود و مقدار كوچك نيمم سراسري مي باعث فرار ذره از ميwمقدار بزرگ 
تنظيم گردد، در اين حالت كارايي الگوريتم ) 4- 48( به صورت رابطه wحال اگر . گرددنيمم محلي ميمي

  . ثابت در نظر گرفته شودwمقدار باشد كه به مراتب بهتر از حالتي مي
)48-4(  max min

max
max

.w ww w iter
iter
−

= − 

  .باشد نيز شماره تكرار فعلي ميiterباشد و  ماكزيمم تعداد تكرارها ميmaxiterدر رابطه بالا، 
  maxvانتخاب 

maxv  نيز يك پارامتر مهم در الگوريتمPSOباشد مي .maxv  حل اگر خيلي بزرگ باشد باعث فرار ذره از
هر ذره  maxv. گرددكردن ذره در مي نيمم محلي ميشود و اگر خيلي كوچك باشد باعث گيربهينه قبلي مي

ddشود، يعني معمولاً برابر با ماكزيمم دامنه تغييرات ديناميكي همان ذره در نظر گرفته مي xw maxmax =.  
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  تعيين پارامترها -4-4-4
  : سه روش وجود داردPSOن پارامترها در روش براي تعيي

Clerc ]25[ :1روش  .1 20.729, 1.494w c c= = = 

Trilea ]25[ :1روش  .2 20.6, 1.7w c c= = = 

max: ]26[ روش كلي .3 min 1 20.9, 0.6, 2w w c c= = = = 

. سازي استفاده شده است به عنوان الگوريتم بهينه ]26[در اين قسمت از الگوريتم سوم يعني روش كلي 
 ميكند بصورت زير كمينهرا ) 4-41( در رابطه J كه تابع هزينه K براي بدست آوردن PSOمترهاي پارا

  :تعريف شده اند
 Population size : 30 يا همان  (Particle)تعداد ذره ها •

 Iteration : 500بيشترين تعداد تكرار يا همان  •

9.0.4.0:تعيين ميشود در حالي كه ) 4-48( در رابطه wوزن اينرسي  • maxmin == ww 

برابر با ماكزيمم دامنه تغييرات ديناميكي همان ذره در  maxv بيشترين مقدار سرعت هر ذره يا همان •
dd :شودنظر گرفته مي xw maxmax = 

221:شتاب ذره  • == cc 

 fT : 40زمان شبيه سازي يا همان  •

 تكرار برابر  15000ضريب كنترل كننده را بعد از  PSOبا توجه به اطلاعات بيان شده در بالا الگوريتم 
[ ]73.462.1219.2695.32=psoK6.187 نيز كنترل كنندهتابع هزينه اين .  بدست مي آورد=PSOJ 

يباشد كه مقدار آن به الگوريتم ارائه شده ما بسيار نزديك است و اين در حالي است كه الگوريتم ارائه شده م
 PSOهر تكرار در الگوريتم البته قابل ذكر است كه .  بدست مي آوردIteration 55اين مقدار را تنها بعد از 

شده  مجهول است در حالي كه هر تكرار در الگوريتم ارائه nو  معادله ديفرانسيل nيك دستگاهشامل حل 
 n+1 مجهول است اما مسئله اين است كه اين n+1 معادله ديفرانسيل و n+1 دستگاهn+1شامل حل 

افراز محاسبه ا در شرايط اوليه با هم تفاوت دارند ميتواند به صورت موازي و با تجهيز سختدستگاه كه تنه
   .گردد

 به دنبال (Non Smooth) ميتوان با اضافه كردن ترمهاي غير هموار PSOاز جانب ديگر در الگوريتم عددي 
  :صورتبطور مثال با تعريف تابع هزينه ب. خواسته هاي ديگر از رفتارهاي سيستم بود

)49-4(  ∫
∞

+=
∞

0

][),()( dtQxxKxuKJ T
L

γ 
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با . بصورت مستقيم كنترل نمود) L∞در حقيقت همان نرم (ميتوان ماكزيمم دامنه سيگنال كنترلي را در زمان 
توجه به اينكه از ترم 

∞L
Kxu پذير امكان نميتوان براحتي مشتق گرفت استفاده از الگوريتم ارائه شده ),(

اما در اين قسمت نشان خواهيم داد كه با تعريف توابع مختلف هموار به عنوان تابع هزينه . نخواهد بود
 . ميتوان تا مقدار خوبي اين محدوديت را جبران كرد

  
   از تابع هزينه هاي مختلف براي رفتارهاي گوناگوناستفاده -4-4-5

 كمينهبا  PSOاي رسيدن به رفتاري است كه الگوريتم هدف در اين قسمت تعريف تابع هزينه مناسب بر
بدون ورودي ) 4- 36(و ) 4-35(با توجه به اينكه سيستم رابطه . يابدبه آن دست مي  )4-49(رابطه كردن 

تضمين شده است براحتي ) 4-42( است و پايداري سيستم ما نيز با رعايت شرط x=0داراي نقطه سكون 
-تيجه گيري است كه سيگنال كنترلي ما داراي انرژي محدود است و با گذشت زمان به سمت صفر ميقابل ن

بايست توجه خود را به مقادير اوليه سيگنال در نتيجه براي كنترل كردن دامنه سيگنال ورودي مي. رود
ع هزينه معرفي نمود كه توان كانديداهاي زيادي را براي تاببا توضيحاتي كه داده شد براحتي مي. منعطف كنيم

  :تابع هزينه زير را در نظر بگيريد. در اين بخش تنها به بيان مثالي بسنده ميكنيم

)50-4(  ∫
∞

−+=
0

2 )],([)( dtKxueQxxKJ tT α 

2),(با اضافه شدن ترم ) 4-49(در رابطه  Kxue tα− توان هدف تابع هزينه را به مقادير ابتدايي سيگنال مي
توان بازه تمركزي خود را روي سيگنال كنترلي تنظيم  ميαر اينجا با استفاده از پارامتر د. ورودي جلب نمود

  . مشاهده كنيدPSOميتوان دو مقايسه ديگر ما بين الگوريتم ارائه شده و ) 4- 14(در شكل . كنيم
) 4-49(ر حالي كه تابع هزينه  دPSOسيگنال كنترلي طراحي شده را توسط الگوريتم ) a-14-4( در قسمت 

IQدر اين قسمت .  ميكند مشاهده ميكنيدكمينهرا  هدف اصلي اين .  در نظر گرفته شده استγ=1 و =3
سازي بهينه

∞L
Kxu   .  است64.17 ميباشد كه مقدار بهينه در اينجا برابر ),(

-50(سيگنال كنترلي طراحي شده را توسط الگوريتم ارائه شده در حالي كه تابع هزينه ) b-14-4(در قسمت 
IQدر اين قسمت .  ميكند مشاهده ميكنيدكمينهرا ) 4 هدف .  در نظر گرفته شده استα=2.0 و =3

سازي نيز  اصلي اين بهينه
∞L

Kxu   . است13.18 ميباشد كه مقدار بهينه در اينجا برابر ),(
به آن  PSOاي كه الگوريتم بايست در اينجا مدنظر داشت اين است كه جواب بهينهنكته مهم ديگري كه مي

 31 از تنها بعد ارائه شده الگوريتم  بوده است در حالي كه(Iteration) بار تكرار 15000رسيده است بعد از 
   . رسيده استواب بهينهبه ج(Iteration) بار تكرار 
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   با روش پيشنهادي هنگامي كه خواستار ترم غير هموار در تابع هزينه هستيم(PSO)سازي - مقايسه سيگنال كنترلي روش بهينه:)4-14(شكل

م است بلكه رفتار و در يرخي از مسائل كنترل بخصوص مسائل رباتيك نه تنها دامنه سيگنال كنترلي مه
كنترل بدين منظور در فصل بعدي براي . هاي طراح خواهد بودتغييرات آرام آنها نيز يكي ديگر از خواسته

هاي مد لغزشي  به اين موضوع پرداخته شده است اما در اين قسمت براي نمونه اين الگوريتم را براي كننده
  سيستم خطي شده 

 جديدي را كه توانايي توصيف رفتار آرام را از سيگنال ورودي ا تابع هزينهدر اينج. فيدبك نيز نشان ميدهيم
  :داشته باشد تعريف ميكنيم

)51-4(  ∫
∞

+=
0

2 )],([)( dtKxuQxxKJ T & 

 به نظر &uدر ابتدا محاسبه پارامتر .  كنيمكمينهدر اين تابع قصد داريم كه انرژي تغييرات سيگنال ورودي را 
),(آيد، اما از آنجايي كه مشكل مي Kxuu x است براحتي ميتوان نوشت =

x
KxuKxu &&

∂
∂

=
 و با توجه ),(),(

  :داريم) 4-35(به رابطه  
)52-4(  )),()()((),(),( Kxuxgxf

x
KxuKxu +

∂
∂

=& 

xKو مجدداً همه چيز بر حسب متغيرهاي    .ا مشاهده ميكنيدنتيجه شبيه سازي ر) 4- 15(در شكل .  ميباشد,
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 سازي روش پيشنهادي براي توابع هزينه متفاوت-مقايسه سيگنال كنترلي روش بهينه: )4-15(شكل

-41(سيگنال كنترلي طراحي شده را توسط الگوريتم ارائه شده در حالي كه تابع هزينه ) a-15-4(در قسمت 
IQدر اين قسمت .  ميكند مشاهده ميكنيدكمينهرا ) 4 ) b-15-4(در قسمت .  در نظر گرفته شده است=3

 ميكند كمينهرا ) 4-51(سيگنال كنترلي طراحي شده را توسط الگوريتم ارائه شده در حالي كه تابع هزينه 
IQنيز در اين قسمت . مشاهده ميكنيد  همانگونه كه انتظار داريم در قسمت .  در نظر گرفته شده است=3

)b -15 -4( ميزان نوسانات سيگنال ورودي كاهش يافته است و اين در حالي است كه بهاي آن در دامنه 
 به حد تعادلي )4-51 ( و)4-41 (براحتي ميتوان با تركيب توابع هزينه . سيگنال ورودي پرداخت شده است

  .از هر دو خواسته ذكر شده رسيد
 
   (Input-Output Linearization) خروجي- سازي وروديخطي -4-5

  :در نظر بگيريد زير را سيستم غير خطي و مستوي

)53-4(  
⎩
⎨
⎧

=
+=

)(
)()(

xhy
uxgxfx&

 

 در اين قسمت در ابتدا. ميباشد بعدي n بردار حالت x ورودي اسكالر و uخروجي اسكالر،  yكه در آن 
با مشتق گيري از . كنيم است و سپس مسئله بهينه سازي را مطرح مي,yuهدف، خطي سازي رابطه بين 

xhy)(خروجي سيستم    :ميرسيم) 4- 54( به رابطه =
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حال بطور مثال . نيم كه براي اولين بار ورودي ظاهر شوددر اين مسئله مشتق گيري را در جايي متوقف ميك
  :توان ورودي كنترلي بصورت زير تعريف كنيمكنترل خروجي بر روي يك مسير موردنظر مي براي

)55-4(  [ ] [ ] [ ]dd
n

d
n

n
n
d yykyykyykyu −−−−−−−= −−

12
)1()1( &&L 

  . خطي شده استy به uسيستم از ) 4-55(به كمك ورودي . نظر است مسير موردdyكه در آن 
  :تعريف

 (Relative Degree)را در نظر بگيريد اين سيستم داراي درجه نسبي) 4- 53(در حالت كلي سيستم 
ρρ ,n≤ در nR⊂Ω است اگر:  

)56-4(  
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  .]24[  برقرار باشدΩ∈xبراي تمام 

  :نكته
درجه نسبي وجود نداشته باشد كه متداولترين آن در حالتي در برخي از حالات ممكن است كه  .1

)(0است كه 
0

1 =
=

−

xxfg xhLL ρ 0 و در همسايگي حولxمخالف صفر باشد . 

xhy)(عداد دفعاتي است كه از خروجي  برابر تρتوان گفت مي .2  u مشتق ميگيريم تا ورودي=
 .ظاهر شود

uxwxhyبراي حالت  .3 )()(  . درجه نسبي صفر خواهد بود=+

mnبراي يك سيستم خطي  .4 −=ρ كه در آن n تعداد قطبها و mتعداد صفرها است . 

  
اگر .  ميباشدnR⊂Ω،n≤ρرا در نظر بگيريد و فرض ميشود كه درجه نسبي آن در) 4-53( سيستم :قضيه

،n=ρ  باشد براي هر Ω∈0x همسايگي ، N 0 حولx وجود دارد كه تابع تبديل )(xTz    بصورت =
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 و توابع هموار 0x حول N همسايگي Ω∈0x براي هر  n<ρو اگر .  ديفئومورفيسم استNروي
)(,),(1 xx n ρϕϕ −L وجود دارد بطوري كه رابطه   

)58-4(  
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xTz)(برقرار است و تابع تبديل     بصورت=
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  .]24[  است ديفئومورفيسمNروي
   بر پايه دو رابطه خروجي- سازي وروديخطي تكنيك

)60-4(  
uxbxav

xTz
)()(

)(
+=

=
 

xTz)(ميباشد كه در آن  αβ ورودي جديد كنترلي بر حسب vاست و ) 4-59( همان تابع تبديل رابطه = , 
αβاست كه در آن  xhy)( توابعي از خروجي ,   : ميباشد=

)61-4(  
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αβو توابع ) 4-59( در رابطه Tبا توجه به تابع تبديل  را ) 4-53(ميتوان سيستم ) 4-61( در رابطه ,
  :بصورت زير نمايش داد
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  كه در آن 
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  نكته
در فرم نرمال سيستم به دو .  بيان ميشود فرم نرمال ميگويندzاين فرم سيستم را كه در مختصات  .1

 توصيف ميشود و قسمت داخلي و ξقسمت خطي سيستم كه با متغير حالت . قسمت تقسيم ميشود
 .  توصيف ميشودηغيرخطي سيستم كه با متغير حالت 

0),(اگر در رابطه  .2 ξηη f=&   0متغير حالت خطي=ξ فرض شود متغير حالت داخلي سيستم در 
  . صدق خواهد كرد زيراي بصورترابطه

)64-4(  )0,(0 ηη f=& 

براحتي ) 4-64(با توجه به رابطه .  ميگويند(Zero Dynamic)كه به آن ديناميك صفر سيستم 
ميتوان مشاهده كرد كه ديناميك صفر سيستم معادل ديناميك داخلي است هنگامي كه خروجي 

)(0سيستم برابر صفر باشد ≡ty.  
0),(لي سيستم در حالت كلي اگر رفتار ديناميك داخ .3 ξηη f=& مناسب باشد مسئله كنترل سيستم 

در نتيجه به عنوان يك معيار خوب ميتوان رفتار ديناميك داخلي سيستم . حل شده است
),(0 ξηη f=& نسبت به ورودي ξ هنگامي كه پايداري ورودي حالت داشته باشد (Input to State 

Stability (ISS))24[ ، را در نظر داشت[. 

اگر .  براي سيستمهاي خطي در نظر گرفت(Zeros)ميتوان ديناميك صفر را تعميم مفهوم صفرها  .4
0=η فاز كمينه براي ديناميك صفر پايدار باشد سيستم را (Minimum Phase)ميگويند . 

vBzAzميك صفر پايدار مجانبي باشد و بخش ديگر سيستم يعني  براي ديناη=0اگر  .5 cc +=&  
ξKv كنترل كنندهتوسط   براي كل سيستم پايدار مجانبي z=0  پايدار مجانبي باشد آنگاه =−
 .است

 . داده استخروجي را نشان-سازي وروديبه طور مختصر مراحل خطي) 4-16(شكل 
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  خروجي-سازي ورودياي سيستم كنترل حلقه بسته در خطينمودار جعبه: )4-16(شكل

)(),( xx βα بصورت زير تعريف ميشوند) 4- 18(همانند رابطه ) 4-16( در شكل:  

)65-4(  
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  . را تعريف كنيمخروجي-سازي وروديخطي ازي برايسحال قصد داريم كه مسئله بهينه
 و تبديل يافته آن توسط ديفئومورفيسم ρ و درجه نسبي xبا متغير حالت ) 4-53( براي سيستم غيرخطي 

T در مختصات ) 4-62( بهzكنترل كنندهايب  بردار ضر Kبه صورت زير تعريف ميشود :  
)66-4(  ξKv −= 

)( است و همه قطبهاي ماتريس ρR يك بردار متعلق به Kبه طوري كه  KBA cc  در نيمه سمت چپ −
 Minimum) فاز كمينه Tبا توجه به ديفئومرفيسم ) 4-53(در صورتي كه سيستم . دصفحه مختلط قرار گير

Phase) (با شرط ذكر شده در مورد ماتريس ) 4- 66 (كنترل كننده طراحي شدبا( KBA cc  پايداري سيستم −
نميتوان از رفتاري مطلوب در حالت -يسازي ورودهمانند قسمت خطي اما .]24[ را تضمين ميكند) 53-4(

به عنوان مثال هدف در طراحي . را مستقيماً نتيجه گرفت) 4- 53(رفتاري مطلوب در سيستم ) 4- 62(سيستم 
LQR براي سيستمهاي خطي، تعيين K تابع هزينه است بطوري كه) 4- 66( در رابطه   

)67-4(  ∫
∞

+=
0

2 )( dtvQJ T
z ξξ 

ρρ ماتريس Qنه گردد كه در آن بهي اما آنچه كه براي ما مهم ميباشد رفتار سيستم .  مثبت معين است×
يك پارامتر مجازي بوده در حالي كه سيستم حقيقي و فيزيكي ما ) 4-62( در سيستم zاست زيرا ) 53-4(

   بهينه كردن تابع هزينه  هدفبه بيان ديگر. است) 4- 53(سيستم 

_ 

η ),(0 ξηη f=&  

0  

Pole-Placement loop 

v  

Linearization loop 

ξ  y ))(( xhΨ=ξ  uvxx )()( βα +  )(
)()()(

xhy
xuxgxfx

=
+=&

 K  

Internal Dynamics 
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)68-4(  ∫
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+=
0

2 )( dtuQxxJ T
x 

حالت را در قسمت  -سازي وروديسازي در قسمت خطي تنها با اندكي تغيير ميتوان الگوريتم بهينه.ميباشد
لات را بصورت يك متغير وارد معادتابع هزينه مجدداً . ]33[خروجي نيز بكار برد-سازي وروديخطي

=Γ∫به بيان ديگر با فرض . ديناميكي سيستم ميكنيم
fT

x dtKxJ
0

  : داريم),(

)69-4(  )),(()(1 Ktxtxn Γ=+& 

  :خواهيم داشت) 4- 53(و ) 4-69(از تركيب 
)70-4(  )),(()( KtXHtX =& 

⎥كه در آن 
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1 tx
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)1( برداري از  ρ++nR 1 به+nRشرط ) 4-70(حال براي معادله ديفرانسيل .  است

⎥اوليه 
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X و fTبراي رسيدن به معادله ديفرانسيل ماتريس .  را داريم
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  بصورت

)71-4(  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

++

ρ

ρ

ρ

K
x

K
x

K
x

K
x

K
x

K
x

W

nn

nn

1

1

1

1

1

1

1

L

M

L

M

L

 

  كه در نهايت به رابطه .  مشتق گرفتKنسبت به ) 4- 70(عريف ميشود كافيست از طرفين رابطه ت
)72-4(  

K
KXHW

X
KXHW

∂
∂

+×
∂

∂
=

),(),(& 

)0(0با شرط اوليه  =W4-34(و آنچه كه براي رابطه ) 4- 72(و ) 4- 70(حال با حل معادلات .  ميرسيم (
  .خروجي نيز اعمال ميكنيم-سازي وروديسازي ارائه شده را براي خطيد الگوريتم بهينهتوضيح داده ش

  
  خروجي- سازي وروديخطي روند مرحله به مرحله الگوريتم بهينه سازي -4-5-1

) 4-62(به سيستم قسمتي خطي ) 4- 53(در اين قسمت بعد از تبديل سيستم غيرخطي : مرحله اول •
 قبل از هر چيز ميبايست از پايدار مجانبي بودن ديناميك صفر در رابطه Tتوسط ديفئومورفيسم 

 . سيستم اطمينان حاصل شود) 64-4(
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 انتخاب ميكنيم به طوري كه مقادير ويژه ماتريس K مقدار اوليه دلخواهي براي ضريب :مرحله دوم •
)( 0KBA cc  .سمت چپ محور اعداد مختلط قرار داشته باشد تماماً در −

⎥را با شرايط اوليه ) 4-72(و ) 4-70(معادلات ديفرانسيل : سوممرحله  •
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

0
)(

0

tx
X 0(0 و( =W 

)1( و tX)( مجهول n+1اين معادلات شامل . را بطور همزمان حل ميكنيم +nρ مجهول W 
)1() 4-72( معادله و در رابطه n+1) 4-70(ميباشد و از جانب ديگر در رابطه  +nρمعادله داريم .

)1)(1(در نتيجه داراي يك دستگاه ++ ρn 1)(1( معادله ديفرانسيل و( ++ ρnمجهول هستيم . 

 پس از حل معادلات ديفرانسيلي عادي بالا با استفاده از اطلاعات بدست آمده در :چهارممرحله  •
 . مورد نظر را بهبود ميبخشيمKضريب ) 4- 34( و از طريق رابطه fTزمان  

  
   مثال عددي و شبيه سازي -4-5-2

  .  كاربردي بودن الگوريتم ارائه شده را نشان ميدهيم،قسمت با يك مثال عددي از يك سيستم فيزيكيدر اين 
حركت . داراي سيستم مكانيكي با دو درجه آزادي است (Laboratory Helicopter) هلكوپتر آزمايشگاهي

نشان داده ) 4-17( كه در شكل پذيردصورت ميهلكوپتر همانند  موتور 2 توسطآزمايشگاهي اين دستگاه 
  .شده است

  
  ]27 [(Laboratory Helicopter)  هلكوپتر آزمايشگاهي:)4-17(شكل
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 (Pitch Angle)  بلند شدن ديگري زاويه و(Yaw) دوران هواپيما حول محور قائماين دو درجه آزادي شامل 
اي قسمت انتهايي هلكوپتر نيز زاويه و سرعت  )c=θ( در اين شبيه سازي جهت زاويه ثابت بوده .است

  معادلات طولي. اين سيستم با موتور اصلي كنترل ميشود بلند شدنزاويه). tω=0(برابر صفر خواهد بود 
(Longitudinal) شودبصورت زير معرفي ميگيري و خروجي قابل اندازه اين سيستم:  

)73-4(  
ggggmg

gggcs

DBPI

LKGGL

ωωω

ωωϕϕϕϕ ϕϕ
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)cos()sin(
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 )74 -4(  
eqmy ϕϕ −= 

  كه در آن 
• ϕ: و محور افقي بلند شدنزاويه زاويه ما بين  

• ϕI :اينرسي سيستم طولي نسبت به محور دوراني 

• gω :سرعت زاويه موتور اصلي 

• gI :ر نسبت به محور دورانياينرسي ملخ هلكوپت 

• gggL ωω :گشتاور توليد شده توسط نيروي آيروديناميكي موتور اصلي 

• ϕϕ &K :گشتاور اصطكاك 

• )sin(ϕsG : 1نيروي گرانش 

• )cos(ϕcG :2نيروي گرانش 

• mP :گشتاور موتور 

• gB :نيروي اصطكاكي ثابت در موتور 

• D :ثابت پسا (Drag)  هلكوپتر در ملخ  
 و سرعت زاويه موتور اصلي ϕ  بلند شدنزاويهشود سيستم داراي دو درجه آزادي همان طور كه ديده مي

gω كه تنها يك موتور  است در حالي)mP (مراجعه ]28[براي جزييات بيشتر براي اين دستگاه به . دارد 
كننده كنترل مناسبي براي اين سيستم در نزديكي نقطه  نشان داده شد كه فيدبك كنترلي خطي]27 [در. شود

اي خاص موفق ت اين سيستم در محدوده با تقريب معادلات حال]29[در اين راستا در . تواند باشدتعادل نمي
 نشان داده شد كه ] 30[در . به بدست آوردن انرژي كنترلي تقريبي مناسبي در اين محدوده شده است

خروجي -سازي ورودياي آن نزديك صفر نباشد قابل خطيمعادلات طولي سيستم هنگامي كه سرعت زاويه
 (Two Step Controller) دو مرحلهبليت سويئيچ كردن در اي با قاكنترل كنندهطراحي ايده در حقيقت . است

اي موتور از جانب ديگر براي حالتي كه سرعت زاويه. از اين نقطه شروع گشتبا توجه به نقطه كار سيستم 
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اين مدل ساده شده در .  ارائه گشت]30[اي در نزديك نقطه سكون استاتيكي سيستم است مدل ساده شده
 در نتيجه اين . بصورت خطي تقريب خورده استgω=0وتور در محدوده حول  آيروديناميكي منيروي

  .تنها براي سرعتهاي با دامنه كم قابل قبول است تقريب براي اين مدل
  :بصورت زير تقريب زده ميشود) 4- 73(حال معادلات ديناميك طولي رابطه 

)75-4(  
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سيگنال كنترلي در هنگام سوييچ كردن اي بدست آمده است كه پيوستگي  بگونه]30[ در D و gLكه در آن 
   حال با تعريف بردار متغيرهاي بصورت .تضمين گردد
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ديناميك سيستم در فضاي حالت به صورت 
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uxgxfx&است كه در آن   
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 با پارامترهاي اوليه بصورت ,gLkي رابطه پارامترهادر راستاي پيوستگي سيگنال كنترلي ] 30[ با توجه به كه 
  :زير بدست آمده است 

  

)78-4(  
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گيري از حال با مشتق. اي سوييچ ميشود دو مرحلهكنترل كنندهاي است كه در آن سرعت آستانه 0ωكه در آن 
xhy)(سيگنال خروجي    :داريم =
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)79-4(  
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2)(0از آنجايي كه  ≠
ϕI

kL
xhLL g

fg ا براي  و سيگنال كنترلي ردر نتيجه سيستم داراي درجه نسبي سه ميباشد

  :انتقال سيستم در فضاي حالت به نقطه ديگر ميتوان بصورت زير محاسبه نمود
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]كه در آن  ]321 kkkK    و =
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در اين قسمت ما قصد داريم تا . ست تعيين شده اLQR توسط الگوريتم K بردار ضرايب كنترلي ]30[در 
 LQRسازي كنيم و نتايج آن را با الگوريتم ارائه شده خود را برروي اين سيستم فيزيكي پيادهالگوريتم 

  . مقايسه نماييم
xKسيگنال كنترلي ما بصورت تابعي از ) 4-80(با توجه به رابطه  ),( است به بيان ديگر , Kxuu  حال =

  است بطوري كه تابع هزينه ) 4-77( براي سيستم Kسازي پيدا كردن بردار ضريب مسئله بهينه

)82-4(  ∫
∞

+=
0

2 )],([)( dtKxuQxxKJ T 

ين ميبايست مدنظر قرار گيرد  شرط مهمي كه در ا. مثبت معين است×nn ماتريس Q  گردد كه در آن كمينه
)(شرط پايداري سيستم است كه با قرار دادن قطبهاي ماتريس  KBA cc  سمت چپ محور اعداد مختلط −

راي بحاصل ميشود  Routh-Hurwitzجدول اين شرط محدوديت زير را كه از . ميتوان آن را تضمين نمود
  :ايجاد ميكند Kهاي بردار درايه

)83-4(  
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0123
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IQاينكه در محاسبات با توجه به  β= تعاريف  در نظر گرفته شده ميتوان با  
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)84-4(  
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KxuxgxfKxF

+=Γ

+=

β
 

 يسازالگوريتم بهينهبراي توضيح داده شد ) 4-34(و آنچه كه براي رابطه ) 4-72(و ) 4-70(از معادلات 
  .مشاهده ميكنيد) 4- 20(تا ) 4- 18(سازي را در شكلهاي  نتايج شبيه.استفاده نمود

IQنتايج عددي شبيه سازي در حالي بدست آمده است كه در تابع هزينه ماتريس  همچنين شرط .  است=3

) 4- 77(اوليه براي معادله 
T

x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 8.00

80
πم گراديان  و ماتريس گام در الگوريتI01.0=μاست  .

geqcsپارامترهاي فيزيكي  LkGGKI ,,,,,, ϕϕϕ با توجه به معيارهاي فيزيكي به ترتيب 
 نيز مقدار دلخواه است بطوري كه 0Kمقدار اوليه براي .  تخمين زده شده است40,23.0,5.0,5,5,1,7.0

 به fT=40 از  عملي نيست)4- 41( در رابطه ∞همچنين از آنجايي كه . درا برآورده ساز) 4-83(شرط 
  .شكلهاي زير نتايج عددي را نشان ميدهد.  پاياني شبيه سازي استفاده شده استعنوان زمان

  
  ردار گراديان آنگيري ب و اندازهJتغييرات تابع هزينه : )4-18(شكل

 و اندازه بردار گراديان اين تابع هزينه يعني xJتغييرات تابع هزينه ) 4-18(شكل 
K
J x

∂
 را نسبت به دفعات ∂

 مرحله اندازه بردار گراديان تابع هزينه به اندازه كافي كوچك شده 119در طول حدوداً . تكرار نشان ميدهد
]. كه ميتوان الگوريتم را متوقف كرداست  ]69.1141.2416.20=optK مورد كنندهكنترل بهينه ضريب 

براي مقايسه اين نتيجه با الگوريتم .  استoptJ=84.3 برابر xJنظر ميباشد كه توسط آن مينيمم تابع هزينه 
كنترل  يكسان بردار ضريب β براي تابع هزينه مشابه با Matlab در lqr با استفاده از دستور LQRرايج 
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] كننده ]045.2841.1707.0=LQRKتابع هزينه . را بدست مي آيدxJ براي LQRK برابر 
74.232=LQRJ شده توانسته است نتايج بدست آمده از  است كه اين نشان ميدهد كه الگوريتم ارائه

امر نشئت ميگيرد كه اين از چشمگير اين تفاوت . برابر بهبود بخشد60 را تا LQRالگوريتم كلاسيك 
 نگاه ميكند و اين موضوع نميتواند رفتار مناسب z تنها به بهبود تابع هزينه در فضاي مجازي LQRالگوريتم 

پاسخ زماني حلقه بسته سيستم و سيگنال كنترلي  . تضمين نمايدxفضاي حقيقي و فيزيكي سيستم را در 
  .آورده شده است) 4- 20(و ) 4-19(مربوطه را براي دو روش طراحي ذكر شده در شكلهاي 

 
  LQRكنترل كننده  (b)و   كنترل كننده پيشنهادي (a)نمودار پاسخ زماني سيستم حلقه بسته با: )4-19(شكل

 از طريق كنترل كنندهنمودار پاسخ زماني حلقه بسته سيستم را در حالتي كه ضريب ) a-19-4(شكل 
نمودار پاسخ زماني حلقه بسته ) b-19-4(الگوريتم ارائه شده بدست آمده نشان ميدهد و در مقابل در شكل 

با مقايسه اين دو براحتي ميتوان دريافت كه . يتوان مشاهده كرد را مLQRK كنترل كنندهسيستم براي ضريب 
 نيز uاين وضعيت براي سيگنال كنترلي . دامنه تغييرات متغيرهاي حالت ما تا چندين برابر بهبود يافته است

  . صادق است
 بدست آمده از ل كنندهكنتربترتيب نمودار سيگنال كنترلي براي ضريب ) b -20 -4(و ) a-20-4(شكل 

  . را نشان ميدهدLQRKالگوريتم ارائه شده و 
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  LQR روش (b) روش پيشنهادي و (a)بهينه به نمودار سيگنال كنترلي : )4-20(شكل

  



 
 
 
 

 فصل پنجم
 طراحي كنترل بهينه در روش كنترلي مد لغزشي

 
 

 كردن سيستمهاي فيزيكي به ويژه سيستمهاي غيرخطي يكي از عدم دقت در مدل
به همين منظور هر طراحي در زمينه . مشكلات تأثيرگذار در كنترل آنها بوده است

رل مقاوم كنت. بايست اين عدم دقت را در نظر داشته باشدكنترل در عمل مي
(Robust)  يكي از . پردازدكنترل است كه به اين موضوع مي هايشاخهيكي از

توانايي در بر گرفتن مفهوم كنترل مقاوم را دارد روش روشهاي كنترل غيرخطي كه 
براي توصيف كنترل  در اين قسمت ابتدا . است(Sliding-Mode)كنترل مدلغزشي 

سپس آن را .  مطرح ميشود1يستم درجه مد لغزشي مفاهيم ابتدايي آن براي يك س
 را توصيف ميكند تعميم روباتبراي يك سيستم غيرخطي كه سيستم فيزيكي يك 

 اياي بهينه نسبت به تابع هزينهكنندهميدهيم و در ادامه در جهت طراحي كنترل
در انتها نيز توانايي اين روش را . تعريف شده روش پيشنهادي خود را ارائه ميكنيم

 .سازي آن نشان ميدهيميهبا شب
 
 
 
 



 74

 صفحه لغزشي -5-1
 ]23[زير را در نظر بگيريد (Single-input Single-output)سيستم تك ورودي و تك خروجي 

)1-5( 

)(

)()(

txy

uxgxf
dt

xd
n

n

=

+=

gfكه در آن  بطور مثال موقعيت فيزيكي يك سيستم ( خروجي اسكالر است xمتغير وده و توابع اسكالر ب ,
بردار حالت اين ). سيستم مكانيكيبه بطور مثال گشتاور موتور ( ورودي اسكالر است uو متغير ) مكانيكي

 سيستم بصورت 
)2-5( [ ]Tn txtxtxtX )()()()( )1( −= L&

 (Tracking)رديابي مسئله كنترل . لت كلي غيرخطي است در حاxf)(تابع ) 5-1(در معادله . تعريف ميشود
 بتواند حالت tX)( است بصورتي كه متغير حالت ما uگردد كه هدف طراحي  ورودي اين گونه مطرح مي

]متغير با زمان دلخواه  ]Tn
dddd txtxtxtX )()()()( 1−= L&دمه همان گونه كه در مق.  را دنبال كند

دار البته با شرط كران(اشاره گشت اين روش كنترلي اين امكان را دارد كه در صورت داشتن عدم قطعيت 
gfدر شناسايي توابع برداري )  قطعيتمبودن عد هاي مسئله كنترل براورده كردن خواسته همچنان توانايي ,

وضوع پرداخته نميشود و هدف بيان توانايي اين روش كنترلي  البته در اين پروژه به اين م.وجود داشته باشد
 . و اهميت آن است

dxxxخطاي رديابي در مسئله كنترل بصورت   تعريف ميشود در نتيجه براي x براي متغير حالت ~=−
  در حالت برداري خواهيم داشت Xمتغير 

)3-5( [ ]Tn
d txtxtxtXtXtX )(~)(~)(~)()()(~ )1( −=−= L&

 توسط nR متعلق به فضاي حالت tS)(صفحه حال . گويندمي (Tracking Error) بردار خطاي رديابي ~Xبه 
),(0معادله اسكالر  =txsشود كه در آن  تعريف مي 

)4-5( x
dt
dtxs n ~)(),( 1−+= λ

  داريمn=3بطور مثال براي .  يك مقدار ثابت و مثبت استλبعلاوه پارامتر 
)5-5( xxxs ~~2~ 2λλ ++= &&&

),(0اگر براي رابطه  =txs 0(0 شرط اوليه(~ =xي معادل آن است كه همواره  را داشته باشيم مسئله ردياب
),(0در حقيقت معادله .  باقي بمانيمtS)( بروي صفحه t<0براي  =txs بيانگر حل معادله ديفرانسيل 

~0خطي است كه تنها جواب آن جواب بديهي  ≡xاست  . 
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كه در حقيقت يك (  بعدي nرديابي در فضاي  نگاه كنيم خواهيم ديد كه مسئله اگر كمي دقيقتر به موضوع
 s درجه يك براي (Stabilization)ميتواند با يك مسئله پايداري )  استx براي nمسئله رديابي از درجه 

كه تنها با يكبار مشتق توان مشاهده كرد براحتي مي) 5-4( به بيان ديگر با توجه به رابطه .زين شودجايگ
 . شودي ظاهر مuورودي ) 5-4(گيري از رابطه 

 به همين دليل .دهد را نتيجه مي~x محدوديت بر روي متغير sاز جانب ديگر محدوديت بر روي متغير 
و اين موضوع زير بناي روش كنترل بدهد ) ~x( ميتواند اطلاعات مفيدي در مورد خطاي رديابي ما sمتغير 

~)0(0بصورت ) 5-4(فرض كنيم كه شرط اوليه رابطه  .مد لغزشي است =x توان براحتي در البته مي(   است
به حال با توجه ) صورتي كه شرط اوليه ناصفر داشتيم آن را جداگانه محاسبه نموده و آنگاه آنرا اضافه كنيم

 فيلتر n−1 را بوسيله sرابطه مابين خطاي رديابي و متغير ) 5-1( شكل  بلوكيتوان با نموداراين رابطه مي
 گذر درجه يك نشان ميدهدپايين

 
 ~xنمودار بلوكي محاسبه ): 5-1(شكل

)(كه در آن 
dt
dp فرض  1yخروجي فيلتر اول ميبينيد ) 5-1(همانطور كه در شكل .  عملگر لاپلاس است=
 ر نتييجهشده است د

)6-5( τττλ dsety
t

t )()(
0

)(
1 ∫ −−=

 برقرار باشد t≤0 براي تمام Φ≤)(tsرا در نظر بگيريم يعني  Φ كران بالاي sحال اگر براي متغير 
 خواهيم داشت

)7-5( 
λλ

τ λτλ Φ
≤−

Φ
=Φ= −−−∫ )1)(()(

0

)(
1

t
t

t edety

xynنوشت و تا ) 5-1(را براي تك تك فيلترهاي شكل ) 5-7(توان استدلال رابطه مي
~

1 در .  جلو رفت−=
 نتيجه داريم

)8-5( ε
λ

=
Φ

≤ −1)(~
ntx

1y  s  
λ+p

1  
λ+p

1
λ+p

1  x~

1−n  blocks
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~)(كران براي حال براي بدست آوردن  ixسيدر) 5-2(به شكل ) 5-1(توان با كمي تغيير در نمودار شكل  مي 

 
~)(نمودار بلوكي محاسبه ): 5-2(شكل ix 

 داريم ) 5-1(براي شكل ) 5-8(با توجه به رابطه 
)9-5( 

11 )( −−

Φ
≤ intz
λ

1)(كه در آن  tz 1 خروجي−− inاينكه حال با توجه به . امين فيلتر است 
 
)10-5( 

λ
λ

λ +
−=

+ pp
p 1

 داريم  ) 5-2(و نمودار شكل ) 5-9(و رابطه 

)11-5( ελ
λ
λ

λ
ii

in
i tx )2()1)(()(~

1
)( =+

Φ
≤ −−

 : در نتيجه خواهيم داشت .معرفي شده است) 5-8( در رابطه εكه 
)12-5( 1,,1,0)2()(~,0)(,0 )( −=≤≥∀⇒Φ≤≥∀ nitxttst ii Lελ

- خطاي رديابي براحتي به يك مسئله پايداري درجه يك تبديل ميnرجه مسئله د) 5-12(با توجه به رابطه 

اعمال نمود تا در خارج ) 5-1( در رابطه u ميتوان ورودي كنترلي ts)( در اين راستا براي پايداري .شود
  رابطه tS)(صفحه 

)13-5( sts
dt
d η−≤)(

2
1 2

 در ts)(دهد كه اندازه متغير نشان مي) 5-13(رابطه .  مقداري ثابت و مثبت استηكه در آن . برقرار باشد
 به tS)( در نتيجه با شروع از مقدار اوليه خارج صفحه .يابدهمه راستاهاي مسيرهاي مختلف كاهش مي

-3(نمودار شكل .  نيز ميگويند(Sliding-Condition)را شرط لغزش ) 5-13(رابطه . كندسمت آن حركت مي
به محض شرط لغزش ايجاب ميكند كه  نكته مهم ديگر اين است كه .نمايداين موضوع را توصيف مي) 5

 با tS)(به بيان ديگر صفحه  .يممانب براي تمام زمانهاي بعد از ان روي آن،  tS)(روي صفحه قرار گرفتن 
 حال اگر طراحي ورودي كنترلي .دهد را مي(Invariant Set) ناورداتشكيل يك مجموعه توجه به شرط لغزش 

1zs  

λ+p
1  

λ+p
1

λ+p
p  

)(~ ix
λ+p

p

1−− in  blocks i  blocks 
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uباشد كه صفحه اي بگونه )(tSتشاشات  با وجود اغ(Disturbance) ي ديناميكيو نامعينيها(Dynamic 

Uncertainties)  آنگاه طراحي ما مقاوم خواهد بود و اين سنگ بناي  باشد ناوردا همچنان يك مجموعه
  .طراحي كنترل مقاوم در روش كنترلي مد لغزشي است

 
 شرط لغزش): 5-3(شكل

آن مد لغزشي رفتار سيستم بر روي به  و (Sliding Surface)صفحه لغزشي  tS)(صفحه در ادبيات كنترل به 
(Sliding Mode) 0(0فرض اينكه حال با  .شودگفته مي( ≥=ts و انتگرال گيري ) 5-13(توجه به رابطه  و

 از طرفين آن خواهيم داشت
)14-5( )0()0()0()( −−≤−==−= reachreach tststts η

.  زمان رسيدن مسير حركت ما در فضاي حالت از نقطه خارج صفحه لغزش بر روي آن استreachtكه در آن 
 زماني محدود و كمتر از reachtدر نتيجه 

η
)0( =tsاز جانب ديگر ميتوان همين مسير را براي .  خواهد بود

0)0( ≤=tsدر نتيجه .  بيان نمود 

)15-5( 
η

)0( =
≤

ts
treach

اي در فضاي حالت در زماني محدود به صفحه لغزشي ميرسيم و بعد از قرار و به بيان ديگر در ابتدا از نقطه
با ثابت زماني گرفتن روي اين صفحه خطاي رديابي ما بصورت نمايي 

λ
1−n) قرار كه از بصورت سري 

 فيلتر با ثابت زماني n−1دادن دنباله 
λ
مطالب مطرح شده در . به سمت صفر ميرود)  حاصل شده است1

 . نشان داده شده استn=2براي ) 5-4(نمودار شكل 

)(tS  
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 )5-13(و ) 5-4(ابط توصيف نموداري رو): 5-4(شكل

آمده است اين است كه ) 5-13(و ) 5-4(اي كه در روابط به طور خلاصه در روش كنترل مد لغزشي ايده
در ) انجام شده است) 5-4(كه اين كار در رابطه (ابتدا صفحه لغزشي بصورت تابعي از حالتها تعريف كنيم 

اصله ما از صفحه لغزشي در زماني محدود صفر اي تعريف ميكنيم تا فورودي كنترلي خود را بگونهادامه 
 كاهشي  راستاي مسير حركتدر است كه تغييرات آن (Lyapunov)اين ايده مبتني تابع شبه لياپانوف . شود
 .باشد

سيستم اين را براي مد لغزشي روش كنترلي  را در حالت كلي معرفي كرده و روبات ديناميك يك در ادامه
عددي آورده شده سازي سازي پيشنهادي بهمراه شبيهو در انتها الگوريتم بهينهفيزيكي پياده سازي نموده 

  .است
 
 باتوسازي رمدلاي براي مقدمه -5-2

),,( تا براي مكان 3 متغير احتياج داريم، 6براي توصيف كامل يك جسم صلب در فضا به  zyx تا هم 3 و 
اگر درجه آزادي .  درجه آزادي داشته باشد6 كامل بايد روباتجه يك در نتي. (Orientation)براي راستاي آن

تواند يك جسم صاب را كه به انتهاي آن متصل است در  نميروبات باشد، در ابن صورت 6 كمتر از روبات
 روبات بيشتر باشد، در اين صورت 6درجه آزادي از هر موقعيت دلخواهي قرار دهد و برعكس اگر 

(Redundant)يعني براي قرار دادن يك جسم در مكان و راستاهاي دلخواه روشهاي مختلفي . شوده مي خواند
گويند و به قسمت  ميConfigurationشكل يا حالتي كه روبات به خود ميگيرد را  . وجود داردروباتبراي 

 .شود گفته ميEnd-Effectorانتهايي روبات 
 

Sliding Mode  
Exponential convergence 

dx

Finite-time 
reaching phase  

Slope: λ−
0=s  

x&  

x  
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 ديناميك روبات -5-2-1
 ك سيستمهاي روباتيك را بصورت زير بيان نمودتوان ديناميبطور كلي مي

)16-5( ( ) ( ) τ=++ )( , qGqqqCqqM &&&&

 كه در آن 
• nRq∈ : اتصالات اي زاويه مكان(Joints)   

• nRq∈& : سرعت اتصالات)qq,&متغيرهاي حالت هستند ( 

• nnRM  (Inertia Matrix)يس اينرسي ماتر: ∋×

• τ: بر روبات همراه نيروهاي خارجي هبتوليد شده توسط موتورها  نيروي كنترلي 

• )(qG : ي گرانشنبروي)ميدان پتانسيل( 

• qqqC  (Coriolis)همراه نيروي كوريوليس ه ب (Centrifugal) نيروهاي سانتريفوژ :),(&&

• qqM  نيروي اينرسي: )(&&
از طريق رابطه ) 5-16( ايده اصلي بدست آوردن رابطه .است) 5-16(حال هدف شناسايي و استخراج رابطه 

 .لاگرانژ است-ريلاو
 

 لاگرانژ-رابطه اويلر
 لاگرانژ بصورت - را انرژي پتانسيل فرض كنيم رابطه اويلرP را انرژي جنبشي و Kاگر 

)17-5( 

PKL
q
L

q
L

dt
d

i
ii

−≡

=
∂
∂

−
∂
∂ τ)(
&

 شودسيستم بصورت زير تعريف مي انرژي جنبشي و پتانسيل .شودتعريف مي

)18-5( 

∑∑
==

==

=

n

i
i

T
i

n

i
i

T

rgmPP

qqMqK

11

)(
2
1

&&

تعريف به حال با توجه . ام نسبت به مركز مختصات استi بردار مختصات مركز جرم بازوي irكه در آن 
. رسيد) 5-16(در  سيستمهاي روباتيك يديناميكتوان به رابطه مي) 5-17(جايگذاري آن در رابطه و ) 18-5(

),(، qM)(براي اطلاعات بيشتر در زمينه نحوه محاسبه ماترسيهاي  qqC  مراجعه ]31[توان به  ميqG)(  و&
 .كرد
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كننده قضيه مهم و كاربردي را كه در طراحي كنترلدو كننده را شروع كنبم قبل از اينكه مبحث طراحي كنترل
 .شود را بيان ميكنيممفيد واقع مي

 
 (Barbalat’s Lemma) قضيه باربالات

 پيوسته باشد به بيان ديگر (uniform)ر يكنواخت  به طو te)(فرض كنيد
)19-5( RtetettttRR <−⇒<−≥∀>∃>∀ )()(,0,,0)(0 111 ηη

∫و فرض كنيد انتگرال 
∞

∞<
0

)( dtte  در اين صورتوجود داشته باشد 
)20-5( 0)(lim =

∞→
te

t

∋∞بعلاوه اگر  Lte )(2 و )( Lte  te)(شرط كافي براي اينكه ( پيوسته يكنواخت باشد te)(  باشد و ∋
∋∞پيوسته يكنواخت باشد اين است كه  Lte  .]23 [ به سمت صفر ميل ميكندte)()  باشد&)(

 (Vidyasagar) يدياساگروقضيه 

 
 sG)(فيلتر اكيداً سره ): 5-5(شكل

pLtuاگر  • >>∞ باشد و )(∋ p1 در اين صورت pLtyty ∈)(),( & 
∋∞اگر  • Ltu ∋∞ باشد در اين صورت )( Ltyty )(),(  . است بطور يكنواخت پيوستهty)( و &
)(1اگر  • Ltu ),()(1 باشد در اين صورت ∋ Ltyty ∋∞ و &∋ Lty  .]31 [ نيز است)(

 
 (Slotine) اسلوتاينطراحي كنترل كننده  -5-3

 طراحيبراي . سازي سعي در كنترل سيستم داريملياپانوف و بدون خطيدر اين روش با استفاده از قضيه 
 را تعريف ميكنيم ، ابتدا متغيرهاي زير  اسلوتاينكننده  كنترل

)21-5( 

qqvqs

qqv
qqq

r

dr

d

~~

~
~

Λ+=−=

Λ−=
−=

&&

&

 و )كه هدف دنبال كردن آن است(دلخواه اي زاويه بردار مكان dq،اي زاويه بردار حالت مكانqكه در آن 
q~يابي است خطاي رد .Λ مثبت معين ميباشدثابت  ماتريس. 

y
)(sG

u
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 ~q به sفيلتر اكيداً سره توصيف كننده رابطه از): 5-6(شكل

s 2ر اگ ورودي سيستم پايدار و اكبداً سره است پس)( Ltu  طبق قضيه ~q باشد در اين صورت ∋
  به فرم اسلوتاينبا قرار دادن قانون كنترلي ) 5-16( حال در سيستم .به سمت صفر ميروديدياساگر و
)22-5( ( ) ( ) ( ) KsqgvqqCvqM rr −++=  , &&τ

 را بصورت زير بازنويسي نمود) 5-16(توان رابطه .ت، مي ماتريس ثابت مثبت معين اسKكه در آن 
)23-5( ( ) ( ) 0 , =++ KssqqCsqM &&

)با انتخاب تابع  ) sqMsV  
2
1(.)  شود كه ، به سادگي مشاهده ميلياپانوف نيست كه لزوماً يك تابع =′

)24-5( ( ) 0 (.) 2
min ≤−≤−= sKKssV T λ&

 ديگر از طرفي 
)25-5( ( ) ( ) ( ) 2

max
2

min  
2
1 

2
1(.) 

2
1 sMsqMsVsM T λλ ≤=≤

 ، خواهيم داشت)5-25(و ) 5-24(و با توجه به روابط 

)26-5( ( ) ( )
( ) ( )tV
M
KtV  2

max

min

λ
λ

−≤&

 داراي جوابي به فرم) 5-26(نابرابري ديفرانسيلي 

)27-5( 
( ) ( )

( )
( )M

K
eVtV t

max

min2
0

λ
λ

γ

γ

=

≤ −

 ، داريم )5-27(تا ) 5-25(با توجه به رابطه 
)28-5( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tt esMeVtVtsM γγ λλ −− ≤≤≤ 2

max
2

min 0 
2
10 

2
1

 و بيان ديگر 
)29-5( ( ) ( ) ( ) ( ) tesMtsM γλλ −≤ 2

max
2

min 0 
2
1 

2
1 

 در نتيجه

)30-5( ( ) ( )
( )

t
es

M
M

ts 2

min

max  )0( 
γ

λ
λ −

≤

LL∞ عضو s به صورت نمايي به سمت صفر ميل ميكند و آشكار است كه sيعني  I2 است پس طبق 
qqيدياساگر وقضيه   s در حقيقت  . بصورت نمايي به سمت صفر ميرود~q است و L∞ به  نيز متعلق&~,~

q~s  1)( −Λ+sI
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) 5-21( همان گونه كه در روابط .همان صفحه لغزشي است كه در قسمت روش مد لغزشي به آن پرداختيم
 مثبت معين بودن K و Λ براي ماتريسهاي ديتحدوتنها ممشاهده ميشود در طول اين طراحي ) 5-22(و 

 كردن تابع هزينه مشخص كمينههدف اصلي در اين فصل طراحي بهينه اين دو پارامتر در جهت . آنها است
 .است

 
 مسئله كنترل بهينه -5-4

اي پيدا شود تا حالتهاي  بگونهK و Λارامترهاي پرا نسبت به ) 5-22(كننده كنترل) 5-16(براي سيستم 
  را دنبال كند و تابع هزينه dqحالتهاي دلخواه ) q(سيستم 

)31-5( ∫Γ=
fT

dtqqJ
0

),,()( θθ &

] ما در اينجا بردار پارامترهاي. كمينه گردد ]TK Λ=θ است كه در آن K شامل تمام سطري  برداري
   . استΛهاي ماتريس  شامل تمام درايهسطري  برداريΛ و Kهاي ماتريس درايه

]و تعريف ) 5-22(با توجه به رابطه  ]TK Λ=θ  داريم ) 5-16(و جايگذاري  آن در 
)32-5( ( ) ( ) ),,()( , θτ qqqGqqqCqqM &&&&& =++

qxحال با تعريف  qx و 1≡ )(0 و همچنين با توجه به اينكه ماتريس 2≡& >qM بوده و درنتيجه 
 را بصورت زير بازنويسي نمود) 5-32(توان رابطه پذير است ميمعكوس

)33-5( 
( ){ }⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− ),,()(,)(

)(
2112211

1
2

2

1

θτ xxxGxxxCxM
x

x
x

dt
d

]در نتيجه با تعريف  ]Txxx  داريم) 5-33(و ) 5-31(هاي و رابطه ≡21

)34-5( 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Γ=

=

∫
fT

dtxJ

xfx

0

),()(

),(

θθ

θ&

)كه در آن  ){ }⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
+−−

= − ),,()(,)(
),(

2112211
1

2

θτ
θ

xxxGxxxCxM
x

xfدقيقاً مشابه ) 5-34(رابطه .  است

توان در نتيجه از الگوريتم پيشنهادي كه در فصل قبلي توضيح داده شد مي. است) 4-24(و ) 4-23(روابط 
 تنها تفاوتي كه در اين قسمت و نسبت به فصل قبلي است وجود .در اين قسمت نيز استفاده نمود

ت معين بودن در اين جا تنها محدوديت ما مثب.  استθهاي بردار محدوديتهاي متفاوت بر روي درايه
 را Λ و Kسازي و مثال عددي ماتريسهاي در همين راستا در قسمت شبيه.  استΛ و Kماتريسهاي  
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 بصورت مثبت Λ و Kدر نتيجه شرط لازم و كافي مثبت معين بودن ماتريسهاي  . قطري فرض ميكنيم
 .ها خواهد بودبودن تك تك درايه

 
  مثال عددي و شبيه سازي -5-4-1

.  كاربردي بودن الگوريتم ارائه شده را نشان ميدهيم،در اين قسمت با يك مثال عددي از يك سيستم فيزيكي
هاي ويژگي) 5-7( استفاده شده است كه شكل (Two-link Robot) بازودو بدين منظور از يك روبات  با 

 .ظاهري آن را توصيف ميكند

 
 (Two-link Robot) بازوروبات  با دو  :)5-7(شكل

 
),( و ماتريس qM)( براي ماتريس اينرسي اين روبات) 5-16( ديناميكي در رابطه qqC   داريم&

)35-5( ( ) ( ) ( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+++
+++++++

=
2

2
222221

2
22

2221
2
2221221

2
2

2
12

2
11

cos
coscos2
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qqsهمچنين فيلتر درجه اولي كه در رابطه  ~~ Λ+= معادلات ديفرانسيل ما به پاسخ زماني پاسخ  وجود دارد&
اي بر روي حالتهاي سيستم و همچنين در نتيجه تعريف تابع هزينه. زماني سيستم درجه اول شباهت دارد

اما يكي از مسائل كنترلي مهمي كه در روباتيك . سيگنال ورودي و بهينه كردن آن تأثير مشهودي نداردي انرژ
در نتيجه تابع هزينه همانند . شود دامنه سيگنال ورودي و ميزان تغييرات آن ميباشدتوجه بايست به آن مي

 تعريف ميشود) 4-51(رابطه  
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kgmmمقادير نامي با فيزيكي   121 mll و ==  5.021 2 و ==
21  0 kgmII مقدار . تخمين زده شده است ==

ن ا به عنوان زمfT=40  ورا برآورده سازد) 5-38( نيز مقدار دلخواه است بطوري كه شرط 0θاوليه براي 
 سيگنال كنترلي مشتق  وسيگنال كنترلي حلقه بسته سيستم،پاسخ زماني . پاياني شبيه سازي استفاده شده است

 .آورده شده است) 5-9(و ) 5-8(طراحي ذكر شده در شكلهاي  θ مقدار متفاوتمربوطه را براي دو 
])  5-8(ل در نمودار شك ]T5555=θ5-39(در اين حالت مقدار تابع هزينه .  فرض شده است( 

 Iteration 18ضرايب كه تنها پس از براي مقدار بهينه ن در حالي است كه اي ميشود J=22935برابر 
آن هم  به بيان ديگر ميزان بهبود تابع هزينه . ميباشدoptJ=6.207تابع هزينه مربوطه برابر بدست آمده است 

ضرايب بهينه بدست آمده برابر .  برابر بوده است110بيش از درتعداد تكرار كم 
[ ]Topt 24.195.266.107.3=θ آمده است) 5-9(نتايج طراحي بهينه در نمودار شكل . است. 



 85

 
  براي ضريب دلخواه نمودار مشتق سيگنال كنترلي(c)يگنال كنترلي،  نمودار س(b) ، نمودار پاسخ زماني سيستم حلقه بسته (a)): 5-8(شكل

 
  براي ضريب بهينه نمودار مشتق سيگنال كنترلي(c) نمودار سيگنال كنترلي، (b)  نمودار پاسخ زماني سيستم حلقه بسته، (a)): 5-9(شكل
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  گيري نتيجه-6-1
  اين پروژه نتايج زير حاصل گشتدر 

رسيدن به يك رفتار  در راستايتعريف شده يك تابع هزينه سازي  بهينه براي كنترل كننده مناسب .1
 و گرديد  به صورت حلقه باز طراحي،در سيستمهاي خطي و سيستمهاي غيرخطي مستويمطلوب 

 . ارائه شدروشِ تحليلي و عدديِ مناسب براي رسيدن به جواب نهايي

داده تعميم سازي بهينه ديدگاه ازخروجي -حالت و ورودي- در وروديروش خطي سازي فيدبك  .2
 و در ميان مجموعه جوابهاي گوناگوني كه در طراحي خطي سازي فيدبك ارائه ميشود  جواب شده

- الگوريتم پيشنهادي و نحوه پيادهپروژه در اين .ه استآمدناسبي بدست  توجه به معيار مبهينه با

 .سازي آن مرحله به مرحله بيان گرديد

در جهت نشان دادن توانايي اين الگوريتم، كارايي آن برروي يك سيستم فيزيكي اعمال گرديده و  .3
-ريتم عددي بهينههمچنين روش ارائه شده با الگو. گشته است مقايسه LQRنتايج آن با الگوريتم 

 .شد  مقايسه  PSOسازي

 و در ميان مجموعه جوابهاي گوناگوني كه شدهتحليل سازي بهينهديدگاه از لغزشي  كنترل مدروش  .4
 كه همان تابع هزينه  توجه به معيار مناسبيجواب بهينه با  ارائه ميشودلغزشي نترل مدكدر طراحي 

براي يك سيستم غيرخطي كه اين الگوريتم پيشنهادي سازي با پياده سپس .آمده است بدست است،
 .شد آن نشان داده را توصيف ميكند تواناييديگر سيستم فيزيكي يك روبات 

  
   پيشنهادات-6-2

 . ارامترهاي مجهولارائه يك الگوريتم پيوسته همانند يك معادله ديفرانسيل در جهت بهبود پ .1

در جهت افزايش ) 4-34(سازي در رابطه تري در اين الگوريتم بهينه مناسبμمعرفي ماتريس  .2
 .در رسيدن به جواب موردنظر Iterationسرعت و كاهش 

xTz)(تابع ديفئومورفيسم تنوع تحليل  .3 آن در راستاي بررسي  و روش خطي سازي فيدبك در =
 .اي مناسبتابع هزينه

در  لغزشي مد يا خطي سازي فيدبكهمانند هاي غيرخطي ستمسيروشهاي كنترلي ارائه روشي در  .4
  . كراني مشخص باجهت بهينه كردن تابع هزينه
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Abstract 
 
Design is an important part of Control. Having different desires from controller yields to 
different designs; one of the criterions for design is optimization. In this project, first, the 
optimization problem is proposed with a cost function providing that the state and input 
signals behave optimality; then, an open-loop controller is designed for linear and 
nonlinear systems and an iterative method is proposed to reach a numerical solution. 
Furthermore, this project focuses on closed-loop design controller and addresses the 
problem of optimal state-feedback design for a class of nonlinear systems. The method is 
applicable to all nonlinear systems which can be linearized using the method of state-
feedback linearization. The alternative is to use linear optimization techniques for the 
linearized equations but then there is no guarantee that the original nonlinear system 
behaves optimally. We use feedback linearization technique to linearize the system and 
then design a state-feedback for the feedback-linearized sys-tem in such a way that it 
ensures optimal performance of the original nonlinear system. The proposed method can 
optimize any arbitrary smooth function of states and input. The method is successfully 
applied to control design of a flexible joint dynamic and the results are discussed. Several 
times of improvement is obtained in this example by employing the proposed method 
rather than the conventional linear quadratic regulator (LQR). 
Finally, this project proposes a method to optimally design the control parameters in the 
Lyapunov-Based method which shares the same concept of control design with sliding 
mode approach as applied to the robot manipulators. Such parameters are conventionally 
selected to ensure stability of the closed-loop system. Optimal design of such parameters 
involves nonlinear functions which makes the problem challenging. We propose a step-
by-step numerical algorithm to make an optimal selection for the parameters which 
makes some arbitrary cost function minimize in addition to the stability condition. The 
method is successfully applied to a two-link robot manipulator and the results are 
compared with those of a conventional controller. 
 
Keywords- Optimization, Nonlinear Control, Feedback Linearization, Sliding mode 
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